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题 目： 一种无导数优化方法及其应用

院系：物理学院专业：光电科学系年级：2012级姓名：张楚珩

指导老师（姓名、职称）： 宋凤麒教授

摘 要：
优化理论和方法解决的是如何在给定的目标函数下选取最优决策的问题，

由于它在众多领域的广泛应用，近年来已经成为了一个热门的研究领域。无导
数优化方法是优化方法中的一个重要组成部分。在实际问题中，一方面由于梯
度的获取有时非常困难，另一方面由于梯度方法容易陷入局部极小，因而无导
数方法的重要性得以凸显。本文介绍了一种最新的无导数优化算法——Racos，
它基于分类模型框架，在高维搜索问题和复杂优化问题上具有良好的性能。

本文给出了此无导数优化方法在物理器件设计和神经网络训练上的实际应
用，用以说明无导数优化方法两方面的作用：在梯度无法获取情形下优化方法
的直接应用；在梯度可以获取情形下结合无导数优化方法能起到更好的效果。

1）本文给出了此无导数方法在光学器件设计中的应用。本文将无导数优
化方法应用到了超透镜的设计中，给出了一种消色差聚焦超透镜的设计方案。
本文还将无导数优化方法应用到了硅基波导器件的设计上，我们给出了两种不
同功能的器件（换模器和偏振分束器）的设计方案，它们都比现有传统硅基波
导器件具有更小的特征尺度和更好的性能。这一系列的设计将有望在近期得以
加工并测试。

2）本文给出了此无导数优化方法在人工神经网络中的应用。神经网络由
于在处理复杂问题时表现出的强大归纳能力，近年来得到了深入的研究和广泛
的应用。而神经网络的训练作为神经网络研究的一个核心问题，符合无约束优
化的基本框架，是一个典型的优化问题。基于梯度的算法已被广泛而有效地应
用于神经网络的训练中，当初始值在全局极小附近时，它具有良好的收敛性
能，然而却容易陷入局部极小。本文尝试将无导数优化方法和基于梯度的方法
相结合，得到了一些混合策略，以期望能克服纯梯度算法的一些缺陷，并且在
实验上取得了比原有算法更好的结果。

关键词： 无导数优化方法；神经网络；消色差超透镜；换模器；偏振分束器
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ABSTRACT:

Optimization theory or optimizationmethod is aimed at finding and adopting a best

strategy given a specified goal or objective. It becomes quite an active research field

due to its broad applications in many fields such as mechanics, economics, electrical

engineering, petroleum engineering, molecular modelling and transportation network.

Derivative-free optimization method is an important category of optimization method.

The importance of derivative-free optimization is significant, not only for the difficulty

in obtaining the derivative of objective functions in many practical problems but also

for gradient based method’s suffering from innate deficiency of getting trapped in local

minimum. In this dissertation, a novel type of derivative-free optimization algorithm,

Racos, is introduced. It shows good performance in complex optimization tasks and

great extensibility in high dimension optimization problems.

The latter half of the dissertation gives some specific applications of the above

mentioned optimization algorithm, for the demonstration of the two roles of this op-

timization algorithm - the direct application of optimization method in cases where

derivative is hard to obtain, and the performance promotion when combined with

derivative-based method in cases where derivative is available.

1) Application of the above mentioned optimization algorithm in the field of op-

tical device designing is demonstrated. Derivative-free optimization is applied to the

designing of metasurface lens which results in a kind of design of achromatic metasur-

face lens. Derivative-free optimization is also applied to the designing of silicon based

waveguide device, resulting in the design of two type of functional devices - mode con-

verter and polarizing beamsplitter. Compared with traditional silicon based waveguide

device, they have smaller footprints but with better performance. The above designs

will be followed by further fabrication and test shortly.

2) Application of the above mentioned optimization algorithm in the field of arti-

ficial neural network is presented. In recent years, due to its great generalization ability

when encountering complex problems, artificial neural network is intensely studied and
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applied to many practical problems. Furthermore, the training of neural network, as a

central task in the field of artificial neural network, fits the framework of unconstrained

optimization, and therefore becomes a typical optimization problem. Gradient based

method is widely and efficiently applied to the training of neural network. It demon-

strates good performance near minimum but easily gets trapped in local minimum and

falls to find a global optimal result. We attempt to combine the derivative-free algorithm

with present gradient based algorithms in order to overcome the deficiencies of gradient

based algorithms. Several of our hybrid strategies demonstrate better performance than

the original gradient based algorithm experimentally.

KEY WORDS: Derivative-free Optimization, Neural Network, Achromatized Meta-

surface Lens, Mode Converter, Polarizing Beamsplitter
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第一章 优化方法简介

本章主要介绍优化方法相关的一些基础知识，以保证本文的连贯性。本章

介绍的一些基础优化算法与之后要介绍的算法在本质上有着密切的联系，通过

对于它们的介绍，读者可以更容易地理解本文将要介绍的这种算法。

1 . 1 优化问题

优化问题，简言之就是在自变量定义域中选择一个较优自变量使得因变量

最优。优化问题（Optimization），也有文献称最优化问题，鉴于在许多问题中

难以找到最优的解，同时在很多情况下优化目标并非是找到最优的解，而是快

速找到一个较优的解，本文认为称优化问题更佳。由于这种结构的问题广泛存

在于包括机械制造、金融工程、电气工程、石油工程、分子模拟、交通运输在

内的众多领域中，因此它也越来越受到科研机构和工业部门的重视。计算机计

算性能的提高使得优化方法能够用于更多复杂的计算与模拟环境中。同时随着

计算机科学的不断发展，优化计算方法也在不断进步，为优化方法提供了更多

发挥的空间。

优化问题数学模型的一般形式为：

argmin
x

f (x)

subject to x ∈ Ω
(1 1)

其中，称函数 f : Rn → R为目标函数，它是一个实函数。在某些优化问题
中，函数 f 的目标值可以为一个向量，这时它描述一个多目标优化问题。在这

里我们仅讨论单一目标的优化问题。x是一个 n维的向量，称决策变量，表示

为 x = [x1, x2, · · · , xn]
T，其中 x1, x2, · · · , xn 相互独立。集合 Ω是 n维实数空间

Rn 的一个子集，称约束集。在某些问题中，还可能含有 g(x) ≤ 0，g(x) = 0，

Ax ≤ b或者Ax = b形式的约束，在多数情况下这样约束可以转化为 x ∈ Ω的
形式。为了简洁起见，我们仅考虑形如 x ∈ Ω的约束条件。
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在某些情况下，优化问题考虑最大化函数 f，在这些情况下我们可以通过

取 f ← − f 转化为最小化问题。不失一般性，我们仅讨论最小化优化问题。

优化问题的目标是找到全局极小值点，下面给出全局极小值点的定义。

定义 1 1 全局极小值点：设 n元实值函数 f : Rn → R，定义域为 Ω ∈ Rn，存

在 x∗ ∈ Ω，如果 ∀x ∈ Ω\{x∗}，都有

f (x∗) ≤ f (x) (1 2)

则称 x∗ 为全局极小值点；当 ( 1 2 )式中的小于等于号取做小于号时称 x∗ 为严

格全局极小值点

在实际优化中，全局极小值点常常难以找到，通常情况下我们会试图寻找

一个较好的局部极小值点。在数学上，局部极小值点也比全局极小值点更容易

处理，事实上，我们在分析很多算法相关性质（比如收敛条件和收敛速度）的

时候，常常针对局部极小值点进行分析。下面给出局部极小值点的定义。

定义 1 2 局部极小值点：设 n元实值函数 f : Rn → R，定义域为 Ω ∈ Rn。

对于定义域中的一个点 x∗ ∈ Ω，存在 ϵ > 0，对于所有满足 ||x − x∗|| < ϵ，
x ∈ Ω\{x∗}的 x都有

f (x∗) ≤ f (x) (1 3)

则称 x∗ 为局部极小值点；当 ( 1 3 )式中的小于等于号取做小于号时称 x∗ 为严

格局部极小值点。

目标函数的导数不仅能判定极小值点的存在，同时对于优化问题的求解

也发挥着很大的作用。下面给出多元实值函数一阶导数（梯度）和二阶导数

（Hessian矩阵）的定义。

定义 1 3 梯度：设 n元实值函数 f : Rn → R可微，x = [x1, x2, · · · , xn]
T，为函
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数的自变量，那么称函数

∇ f (x) =


∂ f
∂x1

(x)

...

∂ f
∂xn

(x)


(1 4)

为 f 的梯度。

定义 1 4 Hessian矩阵：设 n元实值函数 f : Rn → R，它的梯度 ∇ f (x)可微，

则称函数 f 二次可微，称函数

H( f ) =



∂2 f
∂x21

(x) · · · ∂2 f
∂x1∂xn

(x)

...
. . .

...

∂2 f
∂xn∂x1

(x) · · · ∂2 f
∂x2n

(x)


(1 5)

为 f 的 Hessian矩阵。

下面给出局部极小值点需满足的必要条件。

定理 1 1 局部极小值点的一阶必要条件：设 n元实值函数 f : Rn → R在约束
集 Ω上一阶连续可微，即 f ∈ C1，定义域 Ω ∈ Rn。如果 x∗ 是函数 f 在 Ω上的

局部极小值点，并且是 Ω的内点，则有

∇ f (x∗) = 0 (1 6)

定理 1 2 局部极小值点的二阶必要条件：设 n元实值函数 f : Rn → R在约束
集 Ω上二阶连续可微，即 f ∈ C2，定义域 Ω ∈ Rn。如果 x∗ 是函数 f 在 Ω上的

局部极小值点，并且是 Ω的内点，则有

∇ f (x∗) = 0 (1 7)

并且，Hessian矩阵H( f )为半正定矩阵，即 ∀d ∈ Rn，有

dTH( f )d ≤ 0 (1 8)
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限于篇幅仅讨论极值点是定义域内点的情形，极值点位于定义域边界上的

情形请参见文献 [1]。

1 . 2 基于导数的优化方法

目标函数的导数在优化问题中包含了大量的有用信息。正如我们前面所看

到的，优化问题的主要目的是要找到目标函数的极小值点，而极小值点的必

要条件也正由目标函数的导数决定，即目标函数的梯度和 Hessian矩阵需满足

( 1 7 )式和 ( 1 8 )式的关系。因此，在导数容易求得的情况下，有效利用导数

信息能够有效帮助我们快速找到优化问题的解。

基于导数的优化方法主要有最速下降法、牛顿法、共轭梯度法以及牛顿法

的一系列衍生算法。我们这里主要简要介绍最速下降法和牛顿法，以说明一阶

导数和二阶导数在优化方法中所起到的作用。我们希望通过列举这两种典型的

算法说明当导数信息可用的时候我们如何是如何利用它们的，以及导数信息对

于带给优化问题的便利。

1 . 2 . 1 最速下降法

考虑目标函数 f : Rn → R和决策变量 x，目标函数 f 点 x处在 d方向上增

长率可写为 ⟨∇ f (x),d⟩，||d|| = 1，由 Cauchy–Schwarz不等式可知

⟨∇ f (x),d⟩ ≤ ||∇ f (x)|| (1 9)

并且当且仅当 d = ∇ f (x)/||∇ f (x)||的时候，增长率最大。即梯度方向是函数
f 增长最快的方向，类似地，梯度的负方向 −∇ f (x) 是函数值减小最快的方

向。由此可知，如果需要搜索函数的极小值点，梯度负方向是一个很好的搜索

方向。

基于此我们得到最速下降法的算法。

注意到，αk 的选择中还包括了一个一维的优化问题，可以利用多种一维

搜索方法求得，这里不再赘述。当 ||∇ f (x∗)|| = 0的时候，满足局部极小值点

的一阶必要条件，在很多情况下，这就是我们要找到的局部极小值点，因此
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算法 1.1最速下降法
1: repeat

2: x(k+1) = x(k) − αk∇ f (x(k))
3: where αk = argminα≥0 f (x(k) − α∇ f (x(k)))
4: until ||∇ f (x)|| < ϵ

可以用 ||∇ f (x)|| < ϵ 作为一个停止规则。当然还有许多其他的停止规则，比如
||x(k+1) − x(k)|| < ϵ，|| f (x(k+1)) − f (x(k))|| < ϵ 等。

最速下降法具有良好了理论基础，它被证明对于任意的起点，都能产生一

系列的迭代点序列，最终收敛到满足局部极小值点一阶必要条件的点（全局收

敛性）和至少 1阶的收敛阶数。 [1]

值得一提的是形如 x(k+1) = x(k) − αk∇ f (x(k))的迭代方式是许多基于梯度方

法的一个基本思路，在本文之后所介绍的神经网络训练的 BP算法也用到了这

样的迭代形式。

1 . 2 . 2 牛顿法

最速下降法中利用到了目标函数的一阶导数，有些时候目标函数的二阶导

数也可以轻易获得，在优化过程中使用二阶导数的性质可以使得优化更为高

效。牛顿法就是同时利用了一阶和二阶导数的信息，在初始点与目标函数极小

值点足够接近的时候，牛顿法具有更高的效率。牛顿法算法概括如下。

算法 1.2牛顿法
1: repeat

2: x(k+1) = x(k) −H(x(k))−1∇ f (x(k))
3: until ||∇ f (x)|| < ϵ

其中，H(x(k))是目标函数的 Hessian矩阵。牛顿法的实质是在给定一个迭

代点之后，构建一个在迭代点处一阶导数和二阶导数都与迭代点相同的二次型

函数，然后将估计的二次型函数的最小值点作为下一个迭代点。

虽然牛顿法收敛比较快，但是它具有以下两方面的缺点：1）牛顿法的收

敛条件比较苛刻，存在牛顿法失效的情形（比如目标函数 Hessian 矩阵非正

定）；2）计算量较大：牛顿法需要计算 Hessian矩阵，在决策变量维度较高的

时候，Hessian矩阵的规模随着维度 n以 n2增长，同时对于 Hessian矩阵的求逆
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也需要较大的计算量。通过 Levenberg-Marquardt修正和包括 DFP和 BFGS在

内的拟牛顿方法可以使得以上缺陷得以弥补。

1 . 3 无导数优化方法

尽管对于导数信息的利用能使我们更快找到优化问题的局部极小值解，无

导数优化方法在很多地方也发挥着其不可替代的作用。无导数优化方法主要

应用于两种情形：1）导数的获取非常困难的情形；2）导数常常误导优化过程

陷入离初始点较近的局部极小，而某些时候更需要一个离初始点更远而更优

的解。

在许多现实的问题中，导数常常不可直接获得。鉴于导数信息在优化问题

中所发挥的巨大作用，在导数不可直接获得的某些情况下，仍然有一些方法可

以使得我们获得相应的导数。我们可以 1）使用一些自动求导软件进行求导，

或者 2）利用有限差分方法求得近似的导数值。

然而，在实际应用中，仍然存在这两种方法失效的情形。

对于第一种方法而言，它需要要求目标函数能够解析地表达出来。在许多

应用场合下，目标函数值的求取是通过封装好的程序或者函数求得的，因而我

们无法获知目标函数的解析表达式。同时，在包含物理器件设计、分子模拟、

飞行器设计、石油勘探等许多需要优化设计的领域，目标函数值的获取通常包

含许多模块的顺序执行，比如几何结构的生成、网格的划分、偏微分方程的求

解和相应的后处理模块，这使得目标函数相对于决策变量的关系变得非常复

杂，以至于无法求得其相应的导数。即使在某些我们能写出目标函数解析表达

式的情况下，它的导数也可能不存在或者无法求出。

对于第二种方法而言，它在每一次迭代中都需要大量查询求取目标函数的

值。举例来说，对于决策变量为 n维的问题，如果需要使用有限差分方法求其

梯度，则需要计算 n次目标函数的值；如果需要求其 Hessian矩阵，则需要计

算 n(n − 1)/2次目标函数的值。在目标函数值的求取代价非常高昂的情况下，

这显然是不太合适的。

可见，在许多导数获取非常困难的情况下，无导数优化方法具有不可替代

的作用。
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在复杂优化问题中，全局最优解常常是难以找到的。同时目前也没有有效

的算法和理论能保证找到全局最优解，除非目标函数具有某些良好的性质，比

如目标函数上所有的局部极小值点都是全局极小值点，例如凸函数。基于导数

的算法通常依赖于当前点的导数信息，从而仅仅找到离初始点较近的局部极小

值点。如图 1 1所示，基于导数的算法通常会陷入一个不是最优的极小值点。

而通过一些无导数的优化算法，我们可以找到一个全局上相对更优的解。值得

注意的是，由于这些全局无导数算法中应用到的启发式搜索过程，它们的理

论基础都较为薄弱，但是它们在实践中通常都拥有比基于导数的算法更好的

效果。

!"#$

%&'()*

图 1 1: 基于导数的优化方法通常容易陷入局部极小值点

可见，如果函数的形貌较为复杂的时候，也常常需要无导数方法进行

优化。

综上所述，尽管导数信息在优化中发挥着很大的作用，无导数方法仍然在

很多地方有着不可替代在作用。它已经被越来越多地用于工业设计和其他学科

的科研工作当中，有意思的应用包括在分子模拟中的应用 [2]、在飞行器设计中

的应用 [3,4]、在流体力学中的应用 [5,6]、在医学中的应用 [7,8] 和在地质学中的应

用 [9–12]等。

局部无导数优化方法主要有直接搜索的方法（Direct Local Search） [13]、

和基于模型的方法（Local Model-based Method）。具体说来直接搜索的方法

有 Nelder-Mead 单纯形算法（Nelder–Mead simplex algorithm） [14]、GPS（Gen-
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eralized Pattern Search） [15]、GSS（Generating Set Search） [16] 等。基于模型的

方法主要有信赖域方法（Trust-region methods） [17]、隐性过滤（Implicit Filter-

ing） [18]等。

全局无导数优化方法主要包括各种演化算法（Evolutionary Algorithm），

比如遗传算法（Genetic Algorithm） [19]、粒子群算法（Particle Swarm Algo-

rithm） [20]、模拟退火算法（Simulated Annealing） [21]、分布估计算法（Estima-

tion of Distribution Algorithm） [22]、CMA-ES（Covariance Matrix Adaptation Evo-

lution Strategy） [23]、REMBO（BayesianOptimizationwith RandomEmbedding） [24]、

SOO（Simultaneous Optimistic Optimization） [25]等。

为了说明无导数方法寻找极小值点的过程，我们介绍一种最简单的坐标搜

索方法。为了说明全局无导数方法所起到的作用，我们在介绍一种基本的遗传

算法。同时，这两种算法的思想和框架也会用于我们后面将要着重介绍的一种

无导数优化算法之中。

1 . 3 . 1 坐标搜索

下面介绍一种坐标搜索算法（Coordinate Search），它是模式搜索（Pattern

Search）的原型。一个无梯度的搜索方法要收敛到极小值点，至少需要 1）采样

点的均值需要保证某种形式的下降；2）控制采样点分布的形状；3）搜索步长

能收敛到零。算法框架如算法 1.3所示。坐标搜索算法在遇到一个数值更小的

采样点的时候使用新的采样点来作为下一轮的采样中心（算法第 5行），从而

保证了采样点均值的总体下降趋势。它各个采样点的分布始终保持沿着坐标轴

以步长为间隔分布（算法第 4行），即搜索方向与坐标轴平行，这也是称之为

坐标搜索的原因。在当前采样点比周围采样点都好的时候，说明极小值点就在

当前采样点附近，这时减半步长（算法第 10行）。通过反复的迭代收敛到极小

值点处。

这是一种局部的无导数优化方法，当目标函数较为简单的时候，它能有效

地找到极小值，但是当目标函数有众多极小值点的时候，其给出的解的优劣很

大程度上取决于初始点的选取。
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算法 1.3坐标搜索
1: x0 ← initial point in Rn

2: ∆0 > 0← initial mesh size

3: for k = 1 to kmax do

4: if f (t) < f (xk) for some t ∈ Pk = {xk ±∆kei|i = 1, · · · , n} then
5: xk+1 = t
6: ∆k+1 = ∆k

7: else

8: otherwise xk is a local minimum with respect to Pk

9: xk+1 = xk

10: ∆k+1 =
∆k
2

11: end if

12: end for

1 . 3 . 2 遗传算法

遗传算法的主要思想是基于生物种群的进化规律，通过遗传、变异、选

择、杂交等手段，保证随着迭代的进行，采样点集合逐步更新更优的解。遗传

算法的框架如算法 1.4所示。最开始在可行域中等概率随机采样，并且计算相

应的目标函数值，用以构成最初的种群（算法第 1行和第 2行）。在每一代

中，依次生成 m个新的个体，用以构成下一代种群。生成个体的方法是从上一

代的种群中通过选择、杂交来得到（算法第 5行）然后在进行一定概率的变异

（算法第 6行）。由于种群选择和杂交的方式在不同的遗传算法中采取不同的

策略，比如轮盘法、竞争法等，这里都简记写在算法第 5行中。

算法 1.4遗传算法
1: collect S 0 = {x1, · · · , xm} by i.i.d. sampling from Ω
2: evaluate f (x) and construct B0 = {(x1, y1), · · · , (xm, ym)}
3: for k = 1 to kmax do

4: for i = 1 to m do

5: generate xi based on Bk−1 through recombination

6: mutate xi

7: add (xi, f (xi)) to Bk

8: end for

9: end for

通过上述遗传算法的框架我们可以看出这一类全局无导数算法的基本要

素：1）利用一个种群在可行域上进行搜索；2）种群迭代进行更新；3）每一
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代种群的采样依赖于在上一代种群中的观测到有关于目标函数的信息；4）每

一代种群在总体上优于之前的总群，并最后搜索到一个较好的结果。

我们接下来要介绍的一种新的全局无导数优化算法将会利用这种演化算法

的思想。
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第二章 一种无导数优化算法

基于分类模型的坐标搜索算法 Racos（Radomized Coordinate Shrinking Al-

gorithm）是由 Yang Yu等 [26] 提出的一种全局无导数优化算法。它在能够处理

较为复杂目标函数的最优化问题，同时能够应对较高维度的最优化问题。在理

论上，能够证明它具有良好的收敛性质，它能够在多项式时间内收敛到具有局

部 Lipschitz连续性的极小值点 [26]。同时，这种方法可以同时应用于连续域和离

散域的优化问题中。

这个算法是基于分类算法框架的，我们接下来先介绍分类算法框架，再介

绍 Racos具体的算法。

2 . 1 分类算法框架

分类算法的框架和诸多演化算法相似，它利用一个种群在可行域上观察目

标函数，并通过观察到的目标函数值调整下一代的采样位置，如此循环以找到

更好的解。分类算法的核心思想是通过对于采样点的采样，将采样点分为“好

的”和“坏的”两类。通过对于采样点的分类，将解的可行域分为“好的”和

“坏的”，在下一步的采样中，就着重在“好的”可行域中采样。如此循环，

以找到较好的解。

这里考虑如式 ( 1 1 )描述的优化问题。分类算法的框架如算法 2.1所示。

分类算法最初的种群从一个在可行域上的均匀采样开始（第 1行），然后进

行 T 次循环。其中，UΩ 表示在可行域 Ω上的均匀采样。在每一次循环中，都

会先构建一个二元分类器 Bt = {(x, y)}（第 4行）。其中 x是上一代种群中的

个体，y按照如下方式定义，1）如果相应的 x是当前种群中最好的 ⌊β⌋个解之
一，则 y = 1；2）否则，y = −1。即，yi = sign[β − rankS t−1 [ f (xi)]]，其中函数

rankS t−1 [ f (xi)] = n表示的含义是，在所有的 f (x)，∀x ∈ S t−1 中， f (xi)是第 n

小的。之后，通过采样过程（第 9行），m个个体依次生成并且加入到下一代

的种群中。如此循环，当达到最大迭代数的的时候，返回当前种群中最好的结
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果作为优化结果。

上述采样过程需要用到通过特定分类算法 C、基于二元分类器 Bt 得到

的假设 ht。这里提到的“假设”是一个将可行域 Ω映射到 {+1,−1}的函数，
我们记 Dh = {x ∈ X|h(x) = +1}。分类算法 C 的作用是给出一个假设 ht 使得

ht(x) = +1,∀(x,+1) ∈ Bt，并且 ht(x) = −1,∀(x,−1) ∈ Bt。采样过程还需要用到

一个平衡系数 λ ∈ [0, 1]，它表明采样过程以 λ的概率从 Dht 中均匀采样，以剩

下的 1 − λ的概率从整个可行域 Ω中均匀采样。较大的 λ会产生较快的收敛速

度，但是也容易提前收敛到较差的极小值点。

算法 2.1分类模型算法框架
1: Collect S 0 = {x1, · · · , xm} by i.i.d. sampling fromUΩ;

2: let x̃ = argminx∈S 0
f (x);

3: for t = 1 to T do

4: Construct Bt = {(x1, y1), · · · , (xm, ym)},
5: where xi ∈ S t−1 and yi = sign[β − rankS t−1 [ f (xi)]]
6: let S t = ∅
7: for i = 1 to m do

8: hi = C(Bt), where ht ∈ H
9: xi = S ampling(ht, λ), and let S t = S t ∪ {xi}
10: end for

11: x̃ = argminx∈S t∪{x̃} f (x)
12: end for

13: return x̃ and f (x̃)

2 . 2 Racos算法

不难看出，能满足前述分类算法 C要求的算法并不唯一，这里 Racos就提

出了一种可行的分类算法。在这种算法中，Dh 一直保持超立方体的形状（各个

边与坐标轴平行），并且收缩以满足 Dh 包含所有“好”的采样点，而不包括

“坏”的采样点。

Racos算法中的分类算法如算法 2.2所示。在这个分类算法的每次运行中，

当前种群构成的二元分类器 Bt 都传入这个分类算法中作为输入。我们定义 B+
t

为 Bt 中“好”的样本集，定义 B−t 为 Bt 中“坏”的样本集。最开始，从 B+
t 中

随机选一个好的样本（第 3行），并且设假设 ht 所划定的“好”的区域为整个
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可行域 Ω（第 4行）。在接下来的迭代过程中，坏样本被一个个选中，然后通

过可行域的收缩来把该选中的坏样本排除在外（第 5-22行）。注意到，这里

针对连续和离散域上的优化都给出了相应的收缩策略。对于离散优化而言，就

是把选定位元上的取值规定为当前选定的好样本在该位点的值。对于连续优化

而言，就是在选定位点上，在选定的好样本和坏样本之间随机选择一个分界值

把它们隔开，并以此为界收缩。同时，不确定位元的数量 N 也会被控制。如

果不确定位元的数量比预期的多，则多出来的一些位元就会被选定并且规定它

们的值只能为当前选定的好样本相应位元的值（第 23-26行）。这样做是为了

快速缩小下一步的搜索范围，以便能在高纬度的搜索空间中快速找到一个合适

的解。

Racos 算法就是通过将上述分类算法（算法 2.2）放入分类模型框架（算

法 2.1）中得到的。

Racos 算法在六驼峰函数（Six Hump Camel Function） [27] f (x1, x2) = (4 −
2.1x21 +

x41
3
)x21 + x1x2 + (−4 + 4x22)x

2
2 上的优化示意图如图 2 1所示。约束集

Ω = [0, 1]2，图中蓝色圆点为每一代的采样点，红色十字标出的是被标记出的

“好”采样点，绿色方框是分类算法给出来的假设，背景中为目标函数的等高

线。可以看出，每一代的假设都包含所有的“好”采样点，同时排除了所有的

“坏”采样点。下一代的采样点来自于上一代分类算法给出的假设。这里每一

代种群个体数 m = 5，“好”采样点的个数 β = 1，从上一次假设中采样的概率

λ = 0.9，控制的不确定位点数目 N = 1。值得注意的是，为了演示的直观性，

这里的优化仅为二维优化，同时一个维度被固定，因此假设给出的采样范围为

一条线段。当优化维度较高时，固定一些维度有助于快速缩小搜索范围并达到

较优的解。
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算法 2.2 Racos

1: B+
t =the positive solutions in Bt

2: B−t =the negative solutions in Bt

3: Randomly select x+ = (x(1)+ , · · · , x
(n)
+ ) from B+

t
4: let Dht = Ω, I = {1, · · · , n}
5: while ∃x ∈ B−t : ht(x) == +1 do
6: k = randomly selected index from the index set I
7: I = I − {k}
8: if Ω = {0, 1}n then
9: Dht = Dht − {x ∈ Ω|x(k) , x(k)+ }
10: end if

11: if Ω = [0, 1]n then
12: x− = randomly selected solution from B−t
13: Bt = Bt − {x−}
14: if x(k)+ ≥ x(k)− then

15: r = uniformly sampled value in (x(k)− , x
(k)
+ )

16: Dht = Dht − {x ∈ X|x(k) < r}
17: else

18: r = uniformly sampled value in (x(k)+ , x
(k)
− )

19: Dht = Dht − {x ∈ X|x(k) > r}
20: end if

21: end if

22: end while

23: while #I > N do

24: k = randomly selected index from the index set I
25: Dht = Dht − {x ∈ Ω|x(k) , x(k)+ }, I = I − {k}
26: end while

27: return ht
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图 2 1: Racos算法在六驼峰函数上的优化。蓝色圆点为每一代的采样点，红色十字为被标
记出的“好”采样点，绿色方框为分类算法给出来的假设。每一轮迭代中，Racos对种群
进行采样并标记，并根据标记结果给出假设，使用假设来确定下一轮的采样点。
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第三章 Racos在光学器件设计中的应用

长期以来，光学器件的设计大多数都通过人们对于物理规律的理解，通过

计算不同简单结构所产生的效应来了解结构和其功能之间的关系，通过对于许

多简单结构的组合来设计满足所需功能的器件。这样的设计方法我们称之为正

向设计。正向设计的过程需要人为地反复调参和试错，这样的设计效率较低。

同时，由于我们通常仅仅对几种简单结构的作用比较熟悉，并把它们当做基本

元件来构建我们所需要的器件，这样的设计通常没有利用到微纳加工所提供的

所有自由度，因而所设计器件的效率和集成度通常没有达到最佳水平。

在光学器件的设计中，我们还可以先明确所设计器件应该满足的物理场要

求，同时参考现今微纳加工水平给出物理器件的调控维度，利用一些优化算法

自动给出一个最优的器件设计方案，这样的方法我们称之为逆向设计。在已

有的文献中，已经有报道这种逆向设计方法在微纳光子学领域的应用 [28]，但

所用到的优化方法仍然比较粗糙（该文献使用 Direct Binary Search方法进行搜

索）。

Racos作为一种无导数优化方法，对于高维度复杂函数的优化具有较好的

优化性能。在光学器件的设计领域，通常需要计算在某种特定的光学器件设计

下电磁场的分布状况，并且判断这样的分布是否符合设计要求。由于物理器件

设计和最后电磁场分布之间复杂的物理关系，这样的映射通常非常复杂，使得

难以求得其导数。同时，在某些更为复杂的模拟过程中，电磁场的模拟将会用

到一些封装的有限元分析软件，这样的封装更加使得复杂的映射关系变为一个

“黑箱”系统，其内部的映射结构难以判知。由此可见，Racos这一类的无导

数优化方法非常适合对于光学器件的设计进行优化。
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3 . 1 Racos在消色差超透镜设计中的应用

3 . 1 . 1 超透镜简介

几乎所有电磁现象和器件都是电磁波和材料相互作用产生的。从这个意义

上来讲，要利用电磁波实现各种功能，就需要我们精细地选取不同的材料并为

其设计结构。为了最大限度地调控电磁波，我们就必须更精细地设计材料。现

今，我们对于材料的结构设计已经深入到亚波长领域，在这个尺度下制造出来

的具有精细结构的材料，我们称之为超构材料（Metamaterial）。超构材料已经

广泛地被应用于光学隐身设计、负折射率材料制备、微纳集成光路和超分辨成

像等方面。超构材料具有许多自然界中材料难以呈现的性质，因此为光学器件

的设计提供了巨大的空间，同样，超构材料也可以用于光学透镜的设计中。

使用超构材料设计得到的光学透镜可以用于实现传统光学透镜的各种功能

（傅里叶变换、聚焦、成像等），这里称超透镜（Metasurface）。值得注意的

是，还有一些用超透材料制备的透镜也称超透镜，它们主要用于实现近场或者

远场的超分辨成像，与本章提及的超透镜功能和结构均有所不同。

光学成像系统常常受到各种像差的影响，导致了成像质量的降低。常见的

五种初阶像差包括球差、慧差、像散、像场弯曲和色差。传统的透镜基于电磁

波在透镜中相位连续变化来塑造成像所需要的波前，因而透镜具有一定的形貌

特征而不是扁平的，所以，传统的透镜会产生球差、慧差、像散和像场弯曲。

而超透镜通过光经过透镜时发生的相位突变来塑造所需波前，它是一个薄而平

的表面，因此不会受到上述前四种像差的影响。

传统透镜和超透镜都会受到色差的影响。如图 3 1所示，对于传统透镜来

说，在正常色散的材料中，随着波长的增大，折射率随之减小，透镜对于波长

较长的光的偏折就更弱，因而对于汇聚透镜而言，其焦点就更远。不同波长的

光不能汇聚到同一个焦点上，从而产生色散。如图 3 2(a)所示，对于没有消色

差功能的超透镜而言，它对于入射到它不同位置 r的光都附加一个相位，如果

这个相位对于不同波长的光都一样，那么不同波长的光在透镜后方形成的波前

将会不一样，从而导致不同波长的光无法聚焦到同一个点，因此会产生色散

现象。
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可见，色差来源于两个方面：一方面是不同波长的光通过透镜的时候产生

的偏折不一样，从而导致无法聚焦在同一焦点处；另一方面由于不同波长的光

如果需要聚焦在同一焦点处，需要在透镜后方形成不同的波前，如果透镜对于

不同波长的光具有一样的相位响应，那么它们最终无法汇聚到同一个焦点上。

对于传统透镜来讲这两者都存在；对于普通超透镜来讲只存在后者。

图 3 1: 传统透镜受到色差的影响。由于不同波长相对于介质的折射率不一样，导致不同波
长的光经过透镜时的偏折不一样，从而产生色差。

3 . 1 . 2 消色差超透镜

如图 3 2(b)所示，某种波长的光经过透镜 r处到透镜后方波前的累加相位

可以表示为

φtot(r, λ) = φm(r, λ) + φp(r, λ) (3 1)

其中，φm是超透镜在 r处附加的相位，φp是光在自由空间中传播累积的相位，

有

φp(r, λ) =
2π

λ
l(r) (3 2)

而 l(r)与所设计光学器件所需的波前形状有关。为了能让不同波长的波都能在

焦点处相干叠加，总累积相位 φtot 应该相对于波长恒定，因此要求

φm(r, λ) = −
2π

λ
l(r) (3 3)

上式就是我们设计消色差透镜的一个基础。

19



图 3 2: 消色差超透镜的基本原理。(a)如果超透镜对于任何波长的光都附加相同的相位，
不同补偿的光将无法聚焦到同一点，产生色散。(b)按照一定的规律设计超透镜各个位置对
于不同波长的相位补偿可以消除色散。

我们采用如图 3 3所示结构的超透镜。它由介质衬底和上面的金属小棒阵

列构成，每个阵列单元之间的间隔 q在 x和 y方向都是相同的。每个单元的小

棒相对于 x轴具有不同的转角 φ，这个转角提供了电磁波通过此单元时的一部

分附加相位。同时每个单元也具有不同类型的小棒组合，不同的小棒组合提供

了对于不同波长电磁波的相位补偿。

图 3 3: 超透镜结构。超透镜由介质衬底和上面的金属小棒阵列构成。每个金属小棒单元拥
有不同的转角，不同数目和大小的小棒，以及不等的小棒间间距。

每个单元中金属小棒的转角可以使得电磁波在通过此单元的时候获得一个

附加相位，附加相位大小为 φm1 = 2θ。具体推导过程如下。考虑一束垂直入射

到上述超透镜表面的的电磁波，超透镜表面金属小棒相对于 x轴的夹角为 θ。
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金属小棒可以看做一个电偶极子，入射光激发的电极化矢量可以写为px

py

 = αe

 cos2 φ sinφ cosφ

sinφ cosφ sin2 φ


Ex

Ey

 (3 4)

利用圆偏正光和线偏振光的基底变换关系 eL(R) = (ex ± iey)/
√
2，可以算出圆偏

振光 EL(R) = E(ex ± iey)/
√
2入射时电极化矢量的响应

PL(R) = pxex + ipyey

=
1

2
αeE(ex ± iey) +

1

2
αee±i2φE(ex ∓ iey)

=
1
√
2
α(eL(R) ± e±i2φeR(L))

(3 5)

可以看出，一束左旋圆偏振光入射可以得到一束附加有 2φ相位的右旋圆偏振

光，反之亦然。

图 3 4: φm2 相对于波长的关系。在所研究的波长范围内，附加相位相对于波长近线性变
化。参数 λ1、λ2和 φm2可以确定此消色差单元。

通过调控每个单元金属棒的根数和形状可以使得不同波长的电磁波获得另

外的相位补偿 φm2，它随波长近线性变化。我们设计得到了不同的结构单元，

使得每个单元能够对于不同波长电磁波进行相应的相位补偿，通过这种方式的

相位补偿 φm2 可以和转角附加相位 φm1 叠加，从而实现对于不同波长电磁波通

过超透镜时附加相位更精细的调控。φm2相对于波长的关系如图 3 4所示。其中

λ1 和 λ2 是该消色差超透镜工作波长的两端值。通过消色差参数 Φm2 可以确定

某个单元消色差结构的种类，在我们设计的消色差透镜中，Φm2 取 0到 Φmax 之
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间均匀分布的一些列离散值，其中 Φmax为其最大值。

通过结合以上两种调控方法，在原理上我们可以设计出满足 ( 3 3 )式要求

的 φm(r, λ) = φm1(r) + φm2(r, λ)，从而实现消色差超透镜。

3 . 1 . 3 消色差超透镜的正向设计

对于聚焦焦距为 f 的超透镜而言，有 l(r) =
√

f 2 + r2 − f。( 3 3 )式可以

分解为

|φm| =
2π

λ2
l(r) + 2πl(r)(

1

λ
− 1

λ2
)

=
2π

λ2
l(r) + 2πl(r)(

1

λ1
− 1

λ2
)(
λ2 − λ
λ2 − λ1

)

=
2π

λ2
l(r) + Φm2(

λ2 − λ
λ2 − λ1

)

= φm1(r) + φm2(r, λ)

(3 6)

由此我们可以按照 φm1(r) =
2π

λ2
l(r)和 Φm2 = 2πl(r)(

1

λ1
− 1

λ2
)来确定各个单元里

金属棒转角 θ和消色差结构的参数 Φm2。

这种方法在数值孔径较小的情况下能够设计出在某一个连续波段内无色差

的超透镜。但是通过调整单元结构能够达到的 Φm2的最大值 Φmax是有限的。当

数值孔径较大，使得所需要的 Φm2 > Φmax 的时候，在超透镜离中轴较远处不再

能使得所有波长满足 ( 3 3 )式的要求。

在正向设计中，当单元离超透镜中轴较远时我们取Φ′m2 = mod(Φm2,Φmax)，

其中，mod(·, ·)表示取余运算。这种情况下，在离中轴较近处单元的参数 Φm2

不变，在离中轴较远处所取的参数仅能使得两端的波长 λ1 和 λ2 满足消色差要

求，而对于中间波段不能完全满足消色差的相位要求。这样的设计是我们经过

简单计算能够达到的较好设计。

3 . 1 . 4 消色差超透镜的逆向设计

这里仅考虑一个一维的消色差超透镜设计，或者说它是一个柱镜。一维消

色差超透镜包含 N 个线性排列的结构单元，每个单元包含两个设计参数：1）

单元中金属小棒的转角 θ；2）单元的消色差结构参数 Φm2。由此可见，一个二

维消色差超透镜的设计方案含有 2N 个变量，其中含有 N 个连续变量和 N 个离
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散变量。决策变量可以写为 x = {(θ,Φm2)}。

为了衡量不同设计的好坏，需要选取相应的目标函数。考虑消色差超透镜

的功能性质，目标函数规定如下：

f (x) = −
∫ λ2

λ1

∫ f+σ

f−σ
|E(x,w, λ)|2dwdλ+ ϵ

∫ λ2

λ1

∣∣∣∣∣∣
∫ f+σ

f−σ
|E(x,w, λ)|2dw − Ē2

∣∣∣∣∣∣2 dλ

(3 7)

其中，w表示沿超透镜中轴线上的距离，E(x,w, λ)表示在设计方案 x下波长为

λ的电磁波沿中轴线距超透镜中心 w处所产生的场强，Ē2表示不同波长在焦点

附近的场强平方平均值，有 Ē2 =
1

λ2 − λ1
∫ λ2
λ1

∫ f+σ

f−σ |E(x,w, λ)|
2dwdλ。上式第一

项表示最大化所有波长在焦点附近的场强值，即实现“聚焦”的功能；第二项

表示最小化不同波长在焦点附近的场强差异，即实现“消色差”的功能。

通过衍射积分公式可以求得给定位置 w和波长 λ时的场强 E(x,w, λ)

E(x,w, λ) = c
∫ r0

−r0
exp

(
j
2π

λ

√
w2 + r2 + jφm(r)

)
dr (3 8)

其中 r 表示积分单元沿透镜中心的距离；r0 表示透镜的半径；φm 满足 ( 3 6 )

式，它和决策变量 x有关；c是和所研究变量无关的常量，为计算简便起见取

c = 1。

可见，我们可以比较容易地从一个设计方案 x计算得到相应的目标函数，

但是很难对目标函数进行解析并求出相应的最优设计方案。通过前述的 Racos

算法可以利用无导数优化方法实现最优设计方案的搜寻。

3 . 1 . 5 消色差超透镜的设计结果

在如下设计方案中，超透镜中每个单元之间的距离 q = 2200nm，单元的数

量 N = 41，即超透镜半径 r0 =
1

2
× 2200nm × 41 = 45.1µm。超透镜工作波长范

围为 (λ1 ∼ λ2) = (3µm ∼ 5µm)，在模拟中均匀地取此波段中的 10个波长进行演

示。超透镜的焦距为 f = 74µm，数值孔径 NA = 0.52。超透镜消色差部分参数

φm2 ∈
[
0,
π

4
,
π

2
,
3π

4
, π,

5π

4
,
3π

2
,
7π

4

]
，即消色差部分参数的最大值 Φmax = 2π。对消

色差结构进行编号，分别为 1 ∼ 8。

设计结果如图 3 5所示，其中第一行（a、b、c）为没有消色差的聚焦超透
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镜模拟结果，第二行（d、e、f）为正向设计的消色差超透镜的模拟结果和设计

方案，第三行（f、h、i）为逆向设计的消色差超透镜的模拟方案。其中第一列

为各个不同波长的沿中轴线的场强分布，横坐标为中轴线上沿超透镜中心的距

离，纵坐标为归一化场强；第二列为消色差部分各个单元的设计方案，横坐标

为 41个超透镜单元的编号，纵坐标为消色差结构的编号；第三列为转角部分各

个单元的值，横坐标为 41个超透镜单元的编号，纵坐标为转角的角度值，单位

为 π。

从图中可以看出，在没有消色差的聚焦超透镜中，各个波长的光无法聚焦

到同一点上，具有明显的色差。通过正向设计得到的超透镜，色差减小；通过

逆向设计得到的超透镜拥有最佳的消色差效果。

图 3 5: 超透镜消色差优化结果。三行分别表示 1）无消色差设计下超透镜的仿真结果；
2）正向设计下的消色差超透镜仿真结果；3）逆向设计下的消色差超透镜仿真结果。三列
分别表示 1）沿中轴线的场强分布；2）消色差部分的设计；3）转角部分的设计。

为了验证所设计超透镜的实际效果，根据所设计的方案建立出了超透镜

实际加工方案，如图 3 6(a)所示。该图显示的是柱镜垂直于中轴的单元设计方

案，对应于图 3 3中红框所示的部分。同时我们给出了各个波长下，该透镜的

聚焦情形。模拟的波长从 3000nm到 4286nm。图中用红色虚线标出了各个波长

的聚焦位置，用黑线虚线标出了平均聚焦位置，可以看出各个波长的聚焦位置

都在平均聚焦位置附近。通过计算可知，对于此波段内的各个波长，其聚焦位

置涨落在 ±5.9%以内，其中涨落定义为焦距的最大偏移相对于平均焦距的百
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分比。

图 3 6: 消色差超透镜的模拟结果。(a)超透镜柱镜设计方案。(b)3000nm ∼ 4286nm波段内
聚焦涨落在 ±5.9%以内，红色虚线表示各波长聚焦位置，黑色虚线表示平均聚焦位置。

3 . 2 Racos在微纳光子学器件设计中的应用

二十一世纪被称为信息的时代。人们在信息的处理和传输能力上取得了巨

大的进步：随着微纳加工技术的发展，基于硅基半导体的计算单元的性能以指

数增长，人们可以驾驭的计算能力越来越强大；随着光纤和相关技术的发展以

及无线通讯技术在各个可用频段上更为精细的设计，大容量的信息可以被更快

更高效地传递到更远的地方。然而这并不是信息时代的全部，在信息时代中更

重要的是人们对于信息处理速度永不满足的追求。随着摩尔定律的瓶颈日益显

现，寻找新型计算体系的要求就更加的迫切。

由于光子信息处理系统具有低能耗、高带宽、低延时等优良的特点 [29]，它

为人们计算能力的进一步发展提供了一种新的可能。为了构建这样的光子信息

处理网络，我们需要设计大量具有基础功能的微纳光子学元器件，这也是目前

这项工作的核心任务。

目前，在微纳光子学器件的设计中都涉及大量的调参工作，很多设计出来

的微纳光子学器件都并没有发挥出设计能够达到的极限。例如文献 [30]中所设计

的电光调制器，器件特征尺度约为十几微米，而加工制造精度可以达到十纳米

的尺度，这样的设计并没有充分利用巨大设计空间所提供的全部自由度。

我们希望使用一些优化方法，使得设计出的微纳光子学器件在不增加任何

加工难度的基础上：1）拥有更小的特征尺寸；2）拥有更高效的性能；3）具

有多模态的功能。
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3 . 2 . 1 微纳光子学器件设计的物理基础

我们这里的微纳光子学设计主要考虑对线性介质结构进行调整以获得期望

的器件功能。麦克斯韦方程是光学领域的一块重要的基石，通过联立麦克斯韦

方程、线性介质的本构关系和电磁波的简谐性质，我们不难得出微纳光子学设

计的基本方程

∇ × µ−10 ∇ ×E − ω2ϵE = −iωJ (3 9)

其中，E 为电场，J 为激发电流密度，ω为激发电磁波角频率，µ0 为真空磁导

率，ϵ 是随位置变化的介电常数，我们需要设计的就是它与位置的关系。

记 ϵ → x，(∇ × µ−10 ∇×) + (−ω2ϵ) → A(x)，−iωJ → b，以上方程可以改写

为一个简单的形式。

A(x)E = b (3 10)

所设计器件的目标功能可以表示为在给定激发电磁场时产生的响应与目标

响应差距最小，即

argmin
x

∫
probe region

||E − Ê||2dσ

subject to A(x)E = b,xmin ≤ x ≤ xmax

(3 11)

其中，E 为满足物理规律的电场分布，Ê 为所设计器件的目标电场分布，xmin

和 xmax为所涉及器件介电常数约束的下界与上界。

从优化问题的角度来看，微纳光子学器件设计的优化变量为 x，目标函数

f (x)如 ( 3 11 )式中所示。考虑到目标函数相对于优化变量复杂的关系，其导

数关系显然难以获取，因此我们尝试使用 Racos对此进行优化。

3 . 2 . 2 换模器

不同宽度和材料的脊形波导拥有不同的本征模式，电磁波几乎不能从一种

脊形波导的本征模式耦合到另一种脊形波导中。如果要求电磁波能量从一种波

导传递到另一种波导中，就需要在它们中间通过换模器进行波导模式转换。这

里我们通过上述逆向设计的方法设计了一种换模器。这种换模器可以将电磁波
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高效地从宽度为 500nm、折射率为 3.5的矩形波导耦合到宽度为 1µm、折射率

为 1.5的矩形波导中。

换模器的需要实现的功能可以表述为在入射波导输入电磁波功率一定

的情况下，出射波导的波导模式电磁波功率最大。由此，目标电场可以写为

|Ê| → ∞。考虑到实际加工中，介电常数无法连续取值，因此这里采用了离散
的约束，即各个位置上决策变量 x只能取离散的值 {x1,x2}。再考虑到加工精
度的限制，将器件设计区域划分为多个方形的像素，每个像素中介电常数取值

不变。由此我们可以写出该优化问题的方程

argmax
x

∫
probe region

||E||2dσ

subject to A(x)E = b,x ∈ {x1,x2}
(3 12)

其中积分区域为出射波导中划分出来的一小段探测区域。

优化结果如图 3 7所示。这是一个二维情况下的优化，换模器的设计区域

为两个波导之间长 1.33µm，宽 2.81µm的区域，每个像素为边长为 37nm的正

方形。换模器工作波长为 λ = 1550nm。左边波导管的宽度为 500nm，折射率为

3.5；右边波导管的宽度为 1µm，折射率为 1.5。换模器的设计结果如图 3 7(a)

所示，换模器的模拟结果如图 3 7(b)所示。可以看出，左右两个波导管具有不

同的波导模式，在左侧端口以左边波导管基模入射的电磁波经过换模器之后以

右边波导管的基模出射，实现了换模器的功能。换模器效率约为 60%，并且效

率会随着优化过程计算量的增加而提高。

3 . 2 . 3 偏振分束器

微纳光子学器件经常采用不对称的设计，比如脊型波导的下方通常为一

种介质衬底，而上方为空气，这样的器件对于不同偏振方向的模式通常具有

不同的响应，即它对偏振方向敏感。因此，在波导中对于偏振方向的调控就

显得尤为关键。同时，人们常常使用光纤将光波耦合进入硅基波导器件中。

在光纤中，由于弹光效应，光的偏振态不稳定，使用光纤将电磁波耦入相应

器件的时候，未知的偏振方向给微纳光子学器件的应用造成了很大的困难。

诚然，保偏光纤（Polarization-maintaining fiber） [31]可以使光纤中的偏振方向稳
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图 3 7: 换模器设计方案与模拟结果。(a)换模器的设计方案，其设计区域为长 1.33µm，宽
2.81µm的区域，每个像素尺寸 37nm × 37nm，工作波长为 λ = 1550nm。(b)换模器的模拟
结果。

定，但是其高昂的制造成本阻碍了其广泛的应用。文献 [32]给出了一种消除偏振

影响的方法，如图 3 8所示。这种设计方案先利用一个偏振分束器（Polarizing

Beamsplitters, PBS）将不同偏振方向的波导模式分开，然后分别进行相应的处

理。文献中给出的偏振分束器设计方案尺度在 600µm左右，这里我们希望通过

逆向设计方案给出更小特征尺度的设计方案。

偏振分束器的功能可以概括为：当输入 TE模式波导的时候，波导能量从

第一个波导耦出；当输入 TM模式波导的时候，波导能量从第二个波导耦出。

优化问题可以写为如下形式

argmax
x

(∫
probe1

||ETE||2 − ||ETM ||2dσ
)
+

(∫
probe2

||ETM ||2 − ||ETE||2dσ
)

subject to A(x)E = b,x ∈ [x1,x2]

(3 13)

其中，两项积分在不同的积分域上，第一项积分在第一个出射波导管中进行，

第二项积分的在第二个出射波导管中进行。ET E 表示在 TE模入射时相应的电

场强度；ET M 表示在 TM模入射时相应的电场强度。同时，为了演示优化算法

在连续域上的优化，我们将约束条件设置为 x ∈ [x1,x2]。

设计的有关尺度参数如图 3 9所示。波导横截面宽 440nm，高 300nm，

出射波导管间距 1µm，偏振分束器大小为 2.4µm × 2.4µm，每个像素大小为

120nm × 120nm。偏振分束器工作波长为 1550nm。称极化方向在 y轴方向的波

导模式为 T M 模式，称称极化方向在 z轴方向的波导模式为 T E 模式。设计的
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图 3 8: 消除偏振敏感性的实验方案。它将耦入的光按照不同偏振方向分开，分别进行处理
后再合起来。

方案如图 3 10(a)所示，设计的偏振分束器模拟电场分布如图 3 10(b)(c)所示。

其中，(b)显示入射波导模式为 T M 模式时的电场分布，图中显示的是 y轴方

向上的电场强度；(c)显示入射波导模式为 T E 模式时的电场分布，图中显示的

是 z轴方向上的电场强度。可以看出，当入射波以 T M 模式入射的时候，能量

主要从下方第二个波导管射出，出射波导模式也为 T M 模式；当入射波以 T E

模式入射的时候，能量主要从上方第一个波导管射出，出射波导模式为 T E 模

式；由电磁场的可叠加性质可知，如果入射波为两者的叠加，这该器件可以将

不同模式的电磁波分开，并进行下一步的处理。因此，通过我们所设计的此结

构，可以实现将入射波导模式中的 T M 和 T E 基模分开的功能，达到了偏振分

束器这样一个多模态器件的功能要求。
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图 3 9: 偏振分束器几何结构和尺寸。波导横截面宽 440nm，高 300nm，出射波导管间距
1µm，偏振分束器大小 2.4µm × 2.4µm，每个像素大小 120nm × 120nm，偏振分束器工作波
长为 1550nm。
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图 3 10: 偏振分束器设计方案与模拟结果。(a)偏振分束器的设计方案；(b)入射波导模式
为 T M模式时的电场分布；(c)入射波导模式为 T E模式时的电场分布。
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第四章 Racos在神经网络中的应用

4 . 1 神经网络简介

人工神经网络（Artificial Neural Network）是一类基于生物神经网络结构而

设计出来的一种数学模型，以下简称神经网络。它是一种由大量简单处理单元

（即神经元）相互连接而形成的复杂网络系统，它具有并行处理能力和非线性

传递性质。它通过大量的实例学习将获取的特定知识分布式存储于网络的权值

之中，具有自学习、自适应、联想和推理的能力，并且在实际应用中具有较强

的鲁棒性。

在 20实际中叶，神经网络作为生物系统中信号处理的一个数学模型而被提

出。1943年，心理学家McCulloch和数学家 Pitts根据生物神经元的结构和工作

原理构造出来了一个抽象和简化的神经元模型，称 M-P模型 [33]。1958年，美

国心理学家 Frank Rosenblatt将 M-P模型中的神经元进行组合得到单层感知机

模型 [34]，并提出了相应的学习规则。单层感知机模型具有对于线性问题的分类

能力，然而它不能解决非线性问题，因而对其应用造成了局限。后来的多层感

知机模型虽然被证明能够解决各种复杂的分类问题 [35]，但由于当时没有方法可

以对隐含层的权值进行训练，从而限制了它的发展，神经网络的研究也进入低

迷期。1982年，David E.Rumelhart和 James L.McCelland提出 BP算法 [36]，解决

了多层感知机网络的训练问题，为神经网络今后的发展奠定了基础。

神经网络根据神经元传递函数、网络拓扑结构、学习方法分为不同的种

类。神经网络的传递函数主要采用阈值型传递函数、非线性传递函数、分段线

性传递函数或者概率型传递函数等。神经网络各个神经元之间的连接模式分为

互连型和层次型，神经网络按照信息流向分为前馈型和反馈型。神经网络的学

习方式包括有监督学习、无监督学习和灌输式学习。

我们这里主要介绍一种多层前向神经网络，也称 BP神经网络。这是一种

典型的神经网络。BP神经网络的结构如图 4 1所示。它含有 M 层神经元（图

示网络中 M = 3），包括一个输入层、一个隐含层和一个输出层。每一层都含
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有数目不同的神经元，每一个神经元都与相邻层的所有神经元相连。当神经网

络的层次数量更多的时候，它将含有更多的隐含层。激励信号的传递过程是逐

层传递的，即从神经网络的输入层经由隐含层最后到达输出层输出。

图 4 1: BP神经网络的结构。它包括输入层、隐含层和输出层；每一层都含有数目不同的
神经元，每一个神经元都与相邻层的所有神经元相连。

对于每一个神经元而言，它的结构如图 4 2所示。前一层的各个神经元的

信号先分别与相应的权值相乘，然后相加，最后经由一个非线性传递函数处理

得到该神经元最后的输出。对于输入层来讲，输入层各个神经元的输出就是输

入的相应维度上的输入数据。数学上，单个神经元的信号处理过程由如下公式

给出。

ho = f (w1h1 + w2h2 + w3h3 + · · · ) = f (
∑

i

wihi) (4 1)

其中，h1, h2, · · · 是前一层各个神经元的输出信号（也就是该层神经元的输入信
号），w1,w2, · · · 是相应的权重，ho 是该神经元的输出信号， f (·)是神经元的传
递函数。这里我们使用 Sigmoid函数作为传递函数。

f (x) = s(x) =
1

1 + e−x
(4 2)

常用的传递函数还有线性传递函数、Softmax函数、Tanh函数等。

不难看出，神经网络可以简单地认为是从 Rn 到 Rm 之间映射的一种特别实

现，其中 n和 m分表表示输入数据和输出数据的维度。这个映射的实现取决于

神经网络中连接各个神经元之间的权重，因此这也被称作映射的分布式存储。

通过对大量样本输入和目标输出的学习，神经网络可以逐步调整自身的权值，
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图 4 2: BP神经网络中神经元的结构。前一层的信号分别于相应权值相乘后累加，再通过
一个非线性映射得到该神经元的输出。

从而能够对于输入给出相应预期的输出。通过这样调整权值的过程，神经网络

可以被训练用于执行复杂的分类问题或者模式识别任务。

4 . 2 基于梯度的神经网络训练方法

这里介绍 BP神经网络的一种基于一阶导数（梯度）的训练方法，它被称

作误差反向传播算法（Error Backpropagation）。误差反向传播算法的核心是按

照神经网络在数据集上的误差减小的方向调整神经网络各层的连接权值。

4 . 2 . 1 神经网络的数学表达

为了将表达式写地更加紧凑，我们使用矩阵和向量来表示各个参量。设神

经网络一共有 M层（对于层数的定义各文献中略有不同，这里指包含输入和输

出神经元在内共有 M层神经元），第 i层含有的神经元数目为 di。由此可见，

这个神经网络描述的是一个 Rd1 → RdM 的映射。第 i层神经元的输出信号写为

hi，比如 h1 表示的是整个神经网络的输入信号，hM 表示的是整个神经网络的

输出信号。连接第 i层和第 i + 1层神经元的权值写为Wi，它是一个 di+1 × di的

矩阵，其中 (Wi)( j,k)表示连接第 (i + 1)层的第 j个神经元和第 i层的第 k个神经

元之间的权值。于是神经网络的结构可以写作如下形式。

hi+1 = fWi(hi) = s(Wihi), i = 1, 2, · · · ,M − 1 (4 3)

同时，记第 i层和第 j层之间神经元之间的权值的集合为 Θi, j
W，即

Θi, j
W =

{
Wk, k = i, i + 1, · · · , j − 1

}
(i < j) (4 4)
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由此，第 j层的输出可以写为如下形式

h j = h j(hi,Θ
i, j
W ) (4 5)

4 . 2 . 2 神经网络的训练数据集

这里考虑有监督学习的神经网络训练，因此神经网络的训练数据集是由大

量的输入样本和相应的目标输出样本组成的，我们记做
{
(x,y)

}
。需要注意的

是，这里的 x和 y表示神经网络的样本输入和输出，它不同于 ( 1 1 )式中的决

策变量 x，在本章中 x都用于表示神经网络训练中的样本输入。另外，神经网

络的训练问题也可以看做一个优化问题，该优化问题的优化变量为 Θ1,M
W 。

4 . 2 . 3 神经网络在数据集上的误差

如前所述，误差反向传播算法的核心是按照神经网络在数据集上误差减小

方向调整神经网络的权值。因此我们首先需要定义神经网络的误差函数。我

们这里使用均方误差（MSE）来作为神经网络的误差函数，对于训练样本集{
(x,y)

}
，定义神经网络的误差为

E =
∑

i

1

2
||yi − hM(xi,Θ

1,M
W )||2 (4 6)

同时，神经网络训练问题也可以写为优化问题的形式

argmin
Θ1,M

W

∑
i

1

2
||yi − hM(xi,Θ

1,M
W )||2 (4 7)

4 . 2 . 4 神经网络的 BP算法

根据基于梯度优化算法的基本思路，决策变量应该朝向梯度下降的方向调

整，即

W(t)
i = W(t−1)

i − α ∂E

∂W(t−1)
i

(4 8)

其中，α > 0表示步长。

由于我们已经知道了误差和神经网络信息传递的公式，我们可以将它们写
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出来，并对于权值逐层求导。可知，对于最后一层，有
eM = hM − y
∂E

∂WM−1
= (eM ◦ s′M)hT

M−1

(4 9)

对于倒数第二层，有
eM = hM − y

eM−1 = (WT
M−1eM) ◦ s′M

∂E

∂WM−2
= (eM−1 ◦ s′M−1)hT

M−2

(4 10)

以此类推，可以得到误差相对于每一层权值的梯度，总结写为
eM = hM − y

e j = (WT
j e j+1) ◦ s′j+1 ( j = 2, · · · ,M − 1)

∂E

∂W j
= (e j+1 ◦ s′j+1)h

T
j ( j = 1, · · · ,M − 1)

(4 11)

其中，c = a ◦ b 表示 Hadmard 积，它表示的是逐元素相乘，即 c =

[c1, · · · , cn]
T = [a1b1, · · · , anbn]

T；其他的乘积适用普通的矩阵乘法；s′j 表示的是

在第 j 层神经元传递函数的偏导，对于 Sigmoid 函数作为传递函数的情况而

言，s′j = h j(1 − h j)。这里写出的是对于单个样本 (x,y)的情况，当一次只有一

个样本的时候，可以使用以上公式进行训练。有的时候我们希望多个样本组成

一批一起处理，这时候只需要将每个样本上误差关于权值的梯度相加即可。即

W(t)
i = W(t−1)

i − α
∑
(x,y)

 ∂E(x,y)
∂W(t−1)

i

 (4 12)

4 . 3 结合无导数优化方法的混合策略

如 ( 4 7 )式所示，神经网络的训练问题也可以被看做是一个优化问题，其

决策变量为神经网络的连接权。神经网络的训练作为一个优化问题具有以下的

特点。
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1. 它的决策变量具有非常高的维度，通过 ( 4 7 )式可以看出，它的决策变量

是由神经网络中所有连接权构成的向量，对于一个 M 层的神经网络而言，

向量的维度为
∑M−2

k=1 dkdk+1，其中 dk 表示第 k层神经元的神经元个数。

2. 它是一个无约束优化问题，即神经网络的权值并没有一个强加的上界或者

下界。然而由于传递函数的非线性，一个非常大或者非常小的权值都是低

效率的；另一方面，随着神经网络的训练进行，非常大或者非常小的权值

常常意味着过拟合的出现，而这一点是我们需要避免的。有时候我们会通

过在神经网络训练目标函数中加上一些权值衰减（weight decay）的正则项

来避免过拟合线性。具体讨论参见文献 [37]。

3. 它的解空间之间具有对称性，即我们可以找到多个不同的权值组合使得网

络所代表的映射完全相同 [38]。举一个简单的例子，一个具有三层神经元的

神经网络，考虑到神经元传递函数所具有的对称性，令所有的权值反号，

所得到的神经网络与原神经网络具有相同的映射关系。同时，考虑到同一

层的各个神经元地位相同，同一层的任意两个神经元所涉及的连接权互

换，所得到的神经网络同样和原来的神经网络具有相同的映射关系。由此

可见，神经网络权值所具有的有效维度比连接权个数小。

4. 它具有很强的非线性，目标函数与连接权值之间具有复杂的关系，按照梯

度下降方法训练神经网络很容易陷入局部极小 [39]。为了避免神经网络的训

练陷入局部极小，人们采用的方法包括 1）以多组不同的参数作为搜索起点

进行搜索并从结果中选择最优解；2）使用随机梯度下降法，在计算梯度的

时候加入一些随机因素，使得搜索有机会跳出极小值点；3）使用一些无导

数方法来帮助寻找全局极小值点，文献中有记载的方法有模拟退火 [40] 和遗

传算法 [41]在神经网络训练中的应用。

综上，神经网络的训练是一个高维度无约束的优化问题，但仅仅使用基于

梯度的优化方法很容易陷入局部极小。由于 Racos在高维优化问题上的良好性

能，我们提出了若干种 BP算法和 Racos相结合的组合策略，用以对神经网络

进行训练。值得注意的是，Racos处理的是有界的优化问题，而神经网络的权

值是无界的，但是基于以上的分析，过大的权值对于神经网络也是无益的。因

此，我们规定神经网络的权值须在
[
−4

√
6

di + di+1

, 4

√
6

di + di+1

]
之间，这是一

个满足伸缩性要求的经验参数。
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显然，由于没有利用任何的梯度信息，仅仅利用 Racos算法来解决神经网

络的训练问题显然效率较低。然而将 BP算法融合到的现有 Racos算法框架中

用来训练神经网络则可能拥有良好的效果。在我们的组合策略中，BP算法被分

别被用于内评价器、内优化器和外优化器，并融合到 Racos算法框架中。

1. BP算法被用于内评价器。在 Racos中，不同的权值组合被生成形成一个种

群，然后被评价器评价，Racos根据这一代种群相应的评价值来决定下一代

种群的采样。如此循环，以找到一个较优的解。通常情况下，评价器给出

的是当前权值下，神经网络在该数据集上的误差。当 BP算法被用于内评价

器的时候，评价器给出以当前权值为起点，经过若干代 BP迭代之后，神经

网络的误差。这样做可以利用到 Racos算法采样权值附近的梯度信息，只有

当被采样权值足够好并且在其附近梯度下降足够快的时候，这样的采样点

才更容易被选中。这种方式我们记做 Racos(BP)。

2. BP算法被用于内优化器。在 Racos中，下一代的采样点是从由上一代采样

点生成的假设域中产生的。当 BP算法被用于内优化器的时候，下一代采样

点生成之后，被用于进行若干代 BP迭代，生成的新权值替代原有采样点。

换句话说，这样 Racos和 BP交替进行进行优化。基于导数的方法和无导

数方法交替使用，不仅能够较快地收敛，同时也能够避免陷入局部极小值

点。这种方式我们记做 Racos×BP。

3. BP算法被用于外优化器。在 Racos找到一个解之后，再利用 BP算法对已

经找到的这个解做若干次迭代，以找到这个解附近的极小值点。Racos算法

更具有全局性，它能够快速找到较好的权值，当 Racos算法返回一个接近全

局极小值点附近的值时，再利用 BP算法，可以快速收敛到极小值点。这种

方法我们记做 Racos+BP。

同时，以上的三种融合方式还可以被组合起来使用，由此我们

得到五种组合策略：Racos(BP)、Racos×BP、Racos+BP、Racos(BP)+BP 和

Racos×BP+BP。之所以没有 Racos(BP)*BP 是因为当 BP 用于内优化器的时

候，就已经自动包含了 BP应用于内评价器性质。

为了描述和比较 Racos和 BP算法同时应用的时候，不同组合策略的计算

成本，我们定义所有训练样本在神经网络中进行一次传递所需要的运算量为一
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个单位计算成本。因此，Racos查询一次全局误差需要一个单位计算成本，BP

进行一次迭代需要两个单位计算成本，因为每一次迭代涉及到样本数据的一次

正向传播和误差的一次反向传播。

在 Racos+BP、Racos(BP)+BP 和 Racos×BP+BP 这三种组合策略中，分配

到外优化器 BP的计算成本的比例同样需要规定。引入一个比例系数 η，定义

如下。

η(algo + BP) =
algo的计算成本
总计算成本

=
algo的计算成本

algo的计算成本 +BP的计算成本

(4 13)

其中，algo可以为 Racos、Racos(BP)或者 Racos×BP。举例来说，如果总成本
为 30000个单位，则 η(Racos(BP) + BP) = 0.5表明有一半的计算成本（15000

个单位）用于 Racos(BP)（其中 Racos 进行了 5000 次查询，BP 迭代了 5000

次），有另一半的成本用于外优化器 BP（即 BP迭代了 7500次）。

4 . 4 实验结果

上述各种组合策略都在 MNIST 数据集 [42] 上进行测试。如图 4 3所示，

MNIST数据集是一个手写数字数据集，它给出了许多手写数字的图片，每一张

图片的分辨率都是 28 × 28，每个 pixel都由 0 ∼ 255的整数表示。数据集的输

入样本部分用 {x}表示，每一个单独的样本都有 28 × 28 = 784个维度。同时，

对于每个手写数字样本，MNIST还给出了目标输出 y，用于标记给出相应的

输入样本对应的图片中的数字。目标输出采用独热码（one-hot coding）方式编

码，即使用 y = [1000000000]T 表示数字“0”，使用 y = [0100000000]T 表示数

字“1”⋯⋯以此类推，即神经网络的输出 y为一个 10维向量。神经网络输出

hM 上每一位即对应判定输入样本为相应数字的概率，神经网络的误差按照式

( 4 6 )定义。

实验在一个层数 M = 5的网络上进行。其中第一层为输入层，它的维度和

输入样本维度相同，d1 = 784；最后一层为输出层，它的维度和目标输出维度

相同，d5 = 10，另外的三层为隐含层，我们这里设 d2 = d3 = d4 = 800。此神

经网络的结构记为 [784, 800, 800, 800, 10]。
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图 4 3: MNIST数据集。它的样本输入为大量手写数字的图片，目标输出为每张图片所对
应的数字。

所有测试都平行进行了 60次，并且在结果中给出了平行测试的平均值和标

准差。MNIST数据集中，随机选取 85%的数据用于训练，15%的数据用于测

试，错误率为神经网络在测试数据集上的误差。MNIST数据集中的数据都加入

了 10%的噪声，以退化数据集质量。包括对照组 BP在内的所有算法中涉及的

参数都单独调整使其达到最优。

首先比较各个算法在起始收敛速度上的差异。由于 BP作为外优化器的情

形时，BP被加在最后面，不影响起始收敛速度，因此这里不考虑附加 BP为外

优化器的情形。图 4 4显示了 Racos(BP)、Racos×BP和 BP在前 50单位计算成

本下神经网络误差率的下降趋势。其中 x轴表示计算成本，y轴表示神经网络

在 MNIST测试数据集上的误差率。这里着重比较各个算法在起始收敛速度上

的差异，因此这里仅画出前 50单位计算成本下的错误率下降曲线。我们可以看

到，在前几代迭代中，Racos×BP比仅仅基于梯度的 BP算法的误差率更小。这

表明，结合无导数优化方法，在神经网络训练中，能够更加快速地找到一个较

优的解。

接下来，比较各个算法在固定 30000 单位计算成本下的误差率。如
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图 4 4: Racos(BP)、Racos×BP 和 BP 在前 50 单位计算成本下神经网络误差率的下降趋
势。x轴表示计算成本，y轴表示神经网络在MNIST测试数据集上的误差率。在较小的计
算成本下，Racos×BP能快速找到比 BP更好的解。小叉表示 60次平行测试的平均值，误
差棒表示其标准差。

图 4 5所示，显示了 Racos+BP、Racos(BP)+BP 和 Racos×BP+BP 算法在固定

30000 单位计算成本下的误差率和比例 η 的关系。注意到，这张图也反映了

Racos、Racos(BP)、Racos×BP和 BP在固定 30000单位计算成本下的误差率，

即：η = 0 表明了 BP 的误差率，Racos+BP 曲线上 η = 1 的点表明了 Racos

的误差率，Racos(BP)+BP 曲线上 η = 1 的点表明了 Racos(BP) 的误差率，

Racos×BP+BP曲线上 η = 1的点表明了 Racos×BP的误差率。可见，在一定的
比例 η下，组合方法比仅仅基于梯度的 BP算法具有更好的训练效果。

为了清晰展示各个组合方法的训练效果，我们将各个算法在最优参数

下的训练误差率列在表 4 1中。我们可以看到 Racos×BP+BP在此数据集上有

最好的训练效果，误差率为 1.4634%。同时，Racos×BP+BP、Racos(BP)+BP、

Racos×BP和 Racos+BP都比仅仅基于梯度的 BP方法有更好的效果。
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图 4 5: 各个算法在固定 30000单位计算成本下的误差率与 η的关系。x轴表示比例 η，y
轴表示 Racos+BP、Racos(BP)+BP和 Racos×BP+BP在固定 30000单位计算成本下的误差
率。从 η = 0和 η = 1端点可以看出 Racos、Racos(BP)、Racos×BP和 BP的误差率。圆圈
表示 60次平行测试的平均值，误差棒表示其标准差。

表 4 1: 各个算法在固定 30000单位计算成本下的误差率。Racos×BP+BP在此数据集上有
最好的训练效果，Racos×BP+BP、Racos(BP)+BP、Racos×BP 和 Racos+BP 都比仅仅基于
梯度的 BP方法有更好的效果。

算法 误差率

Racos 22.044%

Racos×BP 1.9094%

Racos(BP) 3.9317%

Racos+BP（η = 0.1） 1.5967%

Racos×BP+BP（η = 0.1） 1.4634%

Racos(BP)+BP（η = 0.1） 1.5790%

BP 2.2825%
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第五章 结论

本文着眼于优化方法中导数信息的应用，回顾和比较了不同的优化方法。

本文展示了在导数信息可用时，如何利用导数信息提高优化方法的效率；同

时，展示了在导数信息不可用时，如何利用零阶信息来寻找最优解。同时鉴于

无导数优化方法的众多应用前景，着重介绍了一种新型的无导数优化方法——

Racos。

无导数优化方法在导数难以获得情形下为优化方法的直接应用提供了可

能。本文利用无导数优化方法在某些导数难以获得问题中这种独一无二的优

势，将 Racos应用在了光学器件的设计中，取得了良好的设计结果。本文给出

了一种消色差超透镜的设计方案，实现了超透镜在大数值孔径和高带宽下的消

色差聚焦。同时，本文还给出了硅基波导换模器和偏振分束器的设计方案，找

到了比传统器件尺度更小、效率更高的设计方案。

无导数优化方法在导数容易获取的情形下还可以与基于导数的的优化方法

相结合，提升优化的性能。利用无导数优化方法在全局上的良好性质，本文将

Racos和传统的基于导数的神经网络训练方法 BP相结合，避免了基于导数方法

容易陷入局部极小值的缺陷，获得了更好的神经网络训练效果。
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