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重视： 

1) 重视课堂内容 

2)  课后看书、看课件，把概念和知识点理解清楚； 

3)  独立推导一些基本的公式，独立完成作业； 

4)  阅读参考书和文献，掌握一些与教材内容密切相关的

课外知识； 

5)  鼓励围绕课堂学习内容所撰写的问题讨论。 

  

 

第一章 矢量分析与张量初步 2 

第一章 数学准备：矢量分析与张量初步 
 

本章将对电动力学中所要用到的矢量分析和张量分析作一个简

单介绍，给出常用的公式，为电动力学的学习做好数学准备。 
 

§1.1 矢量代数 

 
1、在三维欧氏空间，我们可以一般地定义 n阶张量如下： 

 
0 阶张量，即所谓的标量，只有一个分量，或者说只有大小，没

有方向。通常用M,I表示。 
 
1 阶张量，即所谓的矢量，有三个分量，或者说，既有大小、又

有方向。通常用 A
G
表示。 

2 阶张量：具有 32 = 9 个分量的量。通常用
I
T 表示。 

n 阶张量：具有 3n 个分量的量。 
 
物理学的研究中会遇到各种不同类型的量，如速度，温度，力等等。

按其性质，可以将这些量分为标量、矢量、张量等。 
 
在本课程最后所讨论的相对论部分：我们会把前六章的结论归纳到四

维空间进行分析，因此我们将定义相应的零阶张量（即四维空间的标

量）、一阶张量（即四位矢量，四个分量）、和二阶张量（16 个分量） 

2、矢量 A
G
可以有不同的表示： 
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G
A  Ax

Gex � Ay
Gey � Az

Gez

 Ar
Ger � AT

GeT � AM
GeM

 AU
GeU � AM

GeM � Az
Gez

 Ai
Gei

i 1

3

¦
 

简写成：
G
A  Ai

Gei（所谓爱因斯坦求和法则） 

（1.1） 

 

其中 ieG 为单位矢量。 

注意：在 x,y,z 空间，基矢不依赖空间的位置，而在球坐标和柱坐标

中则不同！）

 

 

3、两个矢量 A
G
和 B
G
之间可以定义标积和矢积： 

标积：
G
A �
G
B  

G
B �
G
A  |

G
A | � |

G
B | cosD.  

 AxBx � AyBy � AzBz  AiBi.  

 GijAiBj                         
（1.2） 
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其中： 

Gij  
0,   i z j� �
1,    i  j� �

­
®
°

°̄
 

矢积： 

 

也可以写成分量形式： 

       （1.4） 

其中： 

Hijk  

0,   i  j,  or, j  k,  or  i  k� �
�1  i, j,k  circulate in the order of 1,2, and 3� �

�1  otherwise� �

­

®
°°

¯
°
°

（1.5） 

Gij和Hijk 算符之间还有一个重要的关系式： 

HijkHimn  G jmGkn �G jnGkm       （1.6） 

思考：如何去证明上述关系。 

 

三个矢量的矢积： 

.)()()( CBABCACBA
GGGGGGGGG

��� uu   !     （1.7） 

记住方法： 

9 这个矢量一定落在 组成的平面内，所以必然可以用它
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们来分解； 

9 当最后运算的矢量位于最前位置时，括号中位于前面的系数

取正号，在后面的取负号。 

 

矢量的混合积满足 

 ! （1.8） 

这是由矢量 A
G
、 B
G
、C
G
构成的斜立方体的“体积”。 

记住方法： 

9 这个混合积是一个标量，因此只可能是两个矢量的叉积与一

个矢量的标积； 

9 当最后运算的矢量位于最前位置时，只要保持循环顺序，并

且叉与点积的位置不变。 

(
G
Bu

G
C) �

G
A  (

G
Au

G
B) �

G
C  (

G
C u

G
A) �

G
B.  

 
§1.2 矢量分析 

矢量场或标量场：如果一个矢量 A
G
或者标量M是空间位置矢量

的函数， 则称之 为矢量场或 标量场。 

 
对这些场量进行微分、积分运算就称为矢量分析。 
 
常见的运算：梯度、散度、旋度，以及各种微分、积分运算。 

 

1、定义：矢量微分算符�， 

�  
Gex

w
wx

�
Gey

w
wy

�
Gez
w
wz

 
Gei

w
wxi

.  
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算符�是个特殊的矢量，是矢量算符，或者算符矢量。 

wAi

wxi

 
wA1

wx1

�
wA2

wx2

�
wA3

wx3

 G ij

wAj

wxi

 

      （1.9） 

 

常用运算之一： ，（ 与位置矢量 无关） 

��
G
A  i

G
k �
G
A

  
2、标量的梯度定义为： 

             （1.10） 

梯度方向：曲面 常数的法线方向。 

如 ， 的梯度是沿着径向，前

者的方向是向无穷远，而后者则是指向原点。 

 
标量场沿着 方向的增量可写成： 

          （1.11） 

 
常用公式之一： 
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�� M
G
A� �  �M� � �

G
A �M��

G
A         （1.12） 

3、矢量 A
G
的散度定义为： 

         （1.13） 

如果一个矢量场的散度处处为零， ，这样的矢量场

称为无源场。 

例如我们很快要接触到的磁感应强度
G
B，磁感应线由于始终是闭

合的线，不管所选取的闭合面有多小，所以始终有 。 

 

对于矢量 A
G
的散度，有如下的 Gauss 定理： 

    !       （1.14） 

即矢量 A
G
沿 V 的闭合边界面的面积分等于矢量 A

G
的散度对 V 的体积

分。 
注意：对于闭合面面，面元矢量的定义：大小为面元面积，方向

垂直于面元、指向闭合面的外面。 
 

换言之，“面积分”和“体积分”之间相互转换。 

o dV��  dGs �
Sv³V³           （1.15） 

 
——这是一个很重要的定理，应用很广，以后我们会经常用到。 
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4、矢量 A
G
的旋度： 

 

          （1.16） 

若矢量场的旋度不为零，称为有旋场；旋度为零的称为无旋场。 

 

以下为无旋场的几个简单例子： 

  

再如，三维空间的矢量  也是无旋场。 

 

以下为两个有旋场的例子： 

 常用运算： 
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球面上沿着矢径方向的梯度

 

 

 

 

 

还有： 
G
E=
G
E0e

i
G
k �Gx
（ 与位置矢量 无关） 

�u
G
E  i

G
k u

G
E  

易证明：任何标量场的梯度场都是无旋场： 

�u �M� � { 0
                

!  （1.17） 

 
即标量场的梯度为无旋场。 
 
易证明：矢量场的旋度为无源场 

�� (�u
G
A)  0.

             
!（1.18） 
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关于旋度，还有一个重要的公式（供参考）： 

Gn � (�u
G
A)  limSo0

1
S

d
G
l �
G
A

Lv³ .  

 

对于矢量 A
G
的旋度，我们有 Stokes 定理： 

          （1.19）
 

即：矢量 A
G
的旋度的面（任意的面）积分，等于矢量 A

G
沿面 S 的边界

线 L 的线积分（环量）。 
 

注意：这里面法向或者面元方向 与线元绕向 成右手螺旋关系。 

 

Gauss 定理和 Stokes 定理是矢量分析中的基本定理，必须熟练掌

握。 
 

前面定义的矢量微分算符�  
Gei

w
wxi

是个特殊的量，既是矢量，

又是算符。因此，在运算过程中，既要遵守微分的运算规则，也要遵

守矢量的运算规则。 

因为�是线性算符，当 ba, 为常数时，有 

�(aM � b\)  a�M �b�\,  

�� (a
G
A� b

G
B)  a��

G
A� b��

G
B,等等。 

对于类似 )(I\� ， )( A
G

I�� ，�u (M
G
A)和 )( BA

GG
uu� 这样的运
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算，除考虑到�是矢量，运算时要遵守矢量的规则外，还要考虑到�
是微分算符。 

 
因此有 

�(M\)  M�\ �\�M

         （1.19） 

注意：第二个公式中的第一项不能写成 I�uA
G

。 

另外要注意：�的作用对象要明确，必要时应当加上括号。 
 
可以证明： 

�� (
G
Au

G
B)

 �A � (
G
Au

G
B)��B � (

G
Au

G
B)

 (�A u
G
A) �

G
B��B � (

G
Bu

G
A)  

最后得到：�� (
G
Au

G
B)  (�u

G
A) �

G
B� (�u

G
B) �

G
A.

        
（1.20）  

其中我们用 A� 表示对矢量 A
G
的微分。 

 

稍微复杂一点的公式有：�u (
G
Au

G
B)  ? 

 简单套用前面引出的三个矢量矢积形式 

.)()()( CBABCACBA
GGGGGGGGG

��� uu   ! 

 就会把上面的结果错误的写成如下的形式 

�u (
G
Au

G
B) (��

G
B)
G
A� (��

G
A)
G
B.  (X) 
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�u (
G
Au

G
B)

 �A u (
G
Au

G
B)��B u (

G
Au

G
B)

 (�A �
G
B)
G
A� (�A �

G
A)
G
B� (�B �

G
B)
G
A� (�B �

G
A)
G
B

 (
G
B ��)

G
A� (��

G
A)
G
B� (��

G
B)
G
A� (

G
A ��)

G
B.

   （1.21） 

 
请特别的注意：上面的第一步的处理。由于这里出现了一个算符矢量，

而且这个算符在这里是既作用在 A 上，又要作用在 B 上。 
 
不难证明下面列出一些常用的公式： 

���  �2  ( w
2

wx2 �
w2

wy2 �
w2

wz2 )  w2

wxiwxi

 

�u (�u
G
E)

                 �(��
G
E)� (���)

G
E,

                 �(��
G
E)��2

G
E,

       （1.22） 

另一种证明方法： 
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再有： 
G
Au (�u

G
B) 

G
Au (�B u

G
B)

                  �B (
G
B �
G
A)� (�B �

G
A)
G
B,

                  �B (
G
B �
G
A)� (

G
A ��B )

G
B,

                  �B (
G
B �
G
A)� (

G
A ��)

G
B,

 

 

大家可以考虑 G
Au (�u

G
A)  ? 

 

�(
G
A �
G
B)  ?  

 

习题 1 中有这个公式需要证明： 

),()()()()( ABABBABABA
GGGGGGGGGG

u�u����u�u��� ��  （1.26） 

证明如下： 
G
Au (�u

G
B) 

G
Au (�B u

G
B)

                  �B

G
A �
G
B� � �

G
A ��B� �

G
B

                  �B

G
A �
G
B� � �

G
A ��� �

G
B

 

G
Bu (�u

G
A) 

G
Bu (�A u

G
A)

                  �A

G
B �
G
A� � �

G
B ��A� �

G
A

                  �A

G
B �
G
A� � �

G
B ��� �

G
A

 

�(
G
A �
G
B)  �A (

G
A �
G
B)��B (

G
A �
G
B)

             
G
Au (�u

G
B)�

G
A ��� �

G
B +

G
Bu (�u

G
A)�

G
B ��� �

G
A
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最后再补充一下：电动力学讨论问题，常常需要区分源点和场点。源点

的位置矢量一般用 表示，而场点的位置矢量一般用 表示。因此，我

们可以定义两个算符： 

， 

，

 
它们分别只对 和 进行微分作用。 

 如果我们定义场点、源点之间的距离 

 

则有： 

�r  �� 'r
 �

1
r
 �� ' 1

r
 

��
Gr  3,

�r  
Gr
r
 
Ger,

�1
r
 �

Gr
r3 .

�u
Gr  0

 

 

思考题：源区 x’分布有随时间变化的电荷 和电流 分

布，则任意 t 时刻，场点 x 处的电磁势（标势、矢势）分别可以表示成 
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试证明： ——著名的 Lorenz 规范辅助条件。 

提示： 
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