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§5 格林函数法
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几种方法的比较

1. 镜像法只适用于比较简单（点电荷）问题；

2. 分离变量法是精确求解的方法：除了几个高对

称的边界问题以外，一些实际问题往往难以求

解；

3. 多极展开法只适用于求远处的场（最后一节）；

4. 格林函数方法
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格林函数方法：

� Green函数本身实际上是对应于给定问题所对

应的单位点源的电势解；

�原问题的解可以通过这个点源的解表示出来;

通过格林公式，把静电边值问题与相应的格林

函数问题联系起来。

�一般的处理方法，在物理学领域有着非常广泛

的应用
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本节主要内容：

1. 格林函数——对应于给定问题的单位点源
的电势解；

2. 格林函数与泊松方程的解之间的关系；

3. 几种简单边界问题的格林函数形式。
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若点电荷处于闭合积分面内：

空间一个单位点电荷的电场：
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高斯定理：
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若点电荷处于闭合积分面外：
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几个基本公式：
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1、点电荷的电势和所满足的泊松方程
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1）处于原点处的、单位点电荷的密度分布可

用 Delta函数表示：
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2） 函数的性质：

① 在 x = 0 处为无穷大，因此它不是通常意

义下的函数；

② 可以看成某种连续函数的极限；

③ 其它性质：
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3）先来看这样的一个问题：在一个无

界空间，处于原点处的单位点电荷所激

发电场的电势满足相应的泊松方程
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4）在一般情况下，如果源点在 处，则有'x�
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位于 x’ 处的单位点电荷，电荷密度
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2、格林函数

[两类边值问题的格林函数 ( )]', xxG ��
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② 第二类边值问题：

r f
�x( )V 内给定

Sn¶
¶j

V 的外边界上给定电势的法向导数

V

S

r f
�x( )V 内给定

S
jV 的外边界上给定电势

① 第一类边值问题：

静电边值问题的分类：



10/20/2014

7

13

V

S

O

'x�
——（5.5）

假设：在求解区域 V 内，存在一个单位自由点电
荷，则区域内的电势满足如下形式的泊松方程
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把满足方程（5.5）和边界条件（5.6）的解称为

泊松方程在区域V的第一类边值问题的格林函数。

V

S

O

'x�

j S = 0, ——（5.6）

A）第一类边值问题的格林函数：

如果在 V 的边界 S 上，电势满足如
下的边界条件：

——（5.5）
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把满足方程（5.5）和边界条件（5.7）的解称为

泊松方程在区域V的第二类边值问题的格林函数。

V
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——（5.7）
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如果在 V 的边界 S 上，电势满足
如下的边界条件：

B）第二类边值问题的格林函数：

——（5.5）

16

V

O

'x�

( ) ( )'1',
0

2 xxxxG ����
--=Ñ d

e

为场点的位置矢径； 为源

点的位置矢径

方程中的算符是对 的

微分算符
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3、格林函数与泊松方程的解之间的关系

1）格林定理

2）格林函数与泊松方程的解之间的关系

18

1）格林定理：

设区域V 内有两个函数 ( )x�y 和 ( )x�j ，则 

式中 为界面的法线矢量（指向面外）。n�

V

S

n�



10/20/2014

10

19

证明：

两式相减得

yÑ2j -jÑ2y = Ñ× yÑj -jÑy( )

Ñ× yÑj( ) = Ñy ×Ñj yÑ2j
利用关系式：

Ñ× jÑy( ) = Ñy ×Ñj jÑ2y
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yÑ2j -jÑ2y = Ñ× yÑj -jÑy( )

yÑ2j -jÑ2y( )  dV
Vò

                 = Ñ× yÑj -jÑy( )  dV
Vò

格林定理对任意函数 和 都成立。( )x�y

V

S

n�
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② 第二类边值问题：

r f
�x( )V 内给定

Sn¶
¶j

V 的外边界上给定电势的法向导数

V

S

r f
�x( )V 内给定

S
jV 的外边界上给定电势

① 第一类边值问题：

静电边值问题的分类：

22

① 用格林定理将一般边值问题的解同格林函

数联系起来；

② 根据格林定理，若能求出相应问题的格林

函数，则实际的边值问题原则上就得到解

决。

格林函数方法求解边值问题的思路：
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格林函数 是在 处单位点电荷

所激发的、满足如下边界条件的电势
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V

取函数 满足泊松方程：

( )x�y ( )', xxG ��
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取为格林函数 ，满足方程
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为后面讨论方便起见，做变换
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这样的变换是不是有点多此一举了？毕竟，这样还需要把格林公式变换一下
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等式左边第一项
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等式左边第二项：

Ñ '2G �x ', �x( ) = -
1
e0

d �x '- �x( )

30

或者
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2）格林函数与泊松方程的解之间的关系

32

第一类静电边值问题：

在区域 'V 的边界面 'S 上 'S
j 给定，即

等式右边的j
�x '( )已知。 

对于这类边值问题，如果能解决满足如下边界

条件的格林函数

( ) 0,'
'
=

S
xxG ��

已知未知
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2 d
e也就是说：若能求解

格林函数边值问题：

若求解区域内
无自由电荷：
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第二类静电边值问题：

在区域V 的边界面 'S 上¶j
�x '( ) ¶n '

S '给定。 

能否求解格林函数、并使之满足边界条件：
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格林函数 ( )xxG �� ,' 的物理意义是在  x
�
处存在一个

单位电荷,并满足一定边界条件的电势。 
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根据高斯定理，

'V

O

x�
'S

36

对于二类问题，最简单的边界

条件选取：
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格林函数方法总结

静电边值问题转化到求解相应的格林函数问题
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第一类边值问题：

r f
�x( )V 内给定

j SV 的外边界上给定电势

如果满足如下边界条件格林函数能够求得

则一类问题电势的解形式简化为

V

S

G �x, �x '( )
S
= 0Ñ2G �x, �x '( ) = - 1

e0

d �x - �x '( ) ,
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第二类边值问题：

r f
�x( )V 内给定

¶j
¶n S

V 的外边界上给定电势的法向导数

如果满足如下边界条件格林函数能够求得

¶G �x, �x '( )
¶n

S

= - 1
Se0

Ñ2G �x, �x '( ) = - 1
e0

d �x - �x '( ) ,

则二类问题电势的解形式简化为

'V

'S
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4.几种区域的格林函数形式：

1) 无界空间的第一类（边值问题）

格林函数

2) 半空间的第一类格林函数

3) 球外空间的第一类格林函数

42

1）无界空间的第一类格林函数

�求解问题的空间是无界空间，无穷远处的

边界面上的电势为零；

�此问题的相应格林函数即为在一个无界的

空间，单位点电荷所激发电场的电势：
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2）球外空间的第一类格林

函数：在接地导体球外的

单位点电荷产生的电势
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3）半空间（第一类边值问题）的格林函数

在无穷大接地导体平板外放

置单位点电荷，半空间的电

势就是半空间的格林函数。
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上述电势满足：
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例题：在无穷大导体平面上有半径为 a 的圆，圆
内和圆外有一极狭窄的圆形缝隙。设圆内的电势
为 V0，导体板其余部分的电势为 0。求上半空间
的电势。

45

V =V0 0=V

46

解：建立如图所示的柱坐标系，对应于空间位矢x和x’的
柱坐标分别表示为

0V 0

z
�x : Rcosj,Rsinj, z( )
�x ' : R 'cosj ',R 'sinj ', z '( )

G �x - �x '( ) = 1
4 e0

1

R2 R '2 - 2RR 'cos j -j '( ) z - z '( )2

               1
4 e0

-1

R2 R '2 - 2RR 'cos j -j '( ) z z '( )2

对于本边值问题，边界上的电势给
定，属于第一类边值问题；

在柱坐标系中上半空间的第一类格
林函数为：

R
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在求解区域内的电荷密度为0，因此
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上述积分面在无限远处的球面上为0,余下
的是在z=0的无限大的平面。
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