
上次课主要内容 

 格林函数方法：静电边值问题转化到求解相应的

格林函数问题； 

 第一类边值问题： 

V 内给定 ( )x 及 V 的外边界上给定电势 S
j ； 

若满足如下边界条件格林函数能够求得 

 

则第一类问题电势的解形式简化为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 'd ,'
'

''d ',' 0 òò ¶

¶
-=

SV
SxxG

n
xVxxxGx


jej   

 第二类边值问题： 

V内给定 ( )x 及 V的外边界上给定电势的法向导

数
Sn¶

¶j
； 

若满足如下边界条件格林函数能够求得 

 

则第二类问题电势的解形式简化为 



( ) ( ) ( ) ( ) ( )
SSV

S
n

x
xxGVxxxGx j

j
ej +

¶

¶
+= òò d

'

'
,' 'd ',' 0




 



§2.6 电多极矩 

 

实际问题中经常会碰到一种情况： 

 激发电场的电荷全部“集中”

在一个很小的区域； 

 要求解远离带电体空间的电

场； 

 比如原子核中的电荷所激发

的作用在电子上的静电势该

如何处理？ 

 注意到：原子核中电荷分布的线度为

cm 10~ 13-
，而电子到原子核的平均距离

为 cm 10~ 8-
。 

 

 本节内容我们所关注的是电荷分布区域

的尺度 l远小于场点到源点的距离 r（即：



x ）的静电势问题。我们采取的处理方

法是：用点电荷、电偶极矩、电四极矩等的

电势的各项之和，表示远场处的电势,并且

保留更高阶项，这种来近似更准确，当然要



计算更高阶的项，计算变得越复杂。 

 

 

一、并矢的定义及运算： 

1． 并矢的定义： 

 两个矢量 A

和 B


并列，之间不作任何运

算，称为并矢，记作 BA

 

若 

332211 eAeAeAA


++=  

332211 eBeBeBB


++=  

333323231313

323222221212
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eeBAeeBAeeBABA
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
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+++

+++

++=

 

根据并矢的定义，比较容易看出： ABBA


  

 

2. 张量分析： 

 一般地，在三维空间中，2 阶张量具有 9

个分量，可表示为 



 

按照矩阵的排列方式： 





ö







æ

=

333231

232221

131211

TTT

TTT

TTT

T


  

 对称张量： jiij TT =  

 反对称张量： jiij TT -=  

 推论：反对称张量，有： 0=iiT  

 单位张量： 

å=++=
ji

jiij eeeeeeeeI
,

332211
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d

 

这里定义： 





=
=
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ij

      0

       1
d

 

若用矩阵的排列方式： 
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3. 张量和并矢的代数运算： 



○1 并矢与矢量的点乘： 

( ) ( )
( ) ( )BACBAC

CBACBA

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×=×

×=× ,

 

所以，一般地 

( ) ( )BACCBA


××  

 

○2 并矢与矢量的叉乘： 

( ) ( )
( ) ( )BACBAC

CBACBA

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=
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○3 张量与矢量的点乘：（转换成并矢与矢量

的运算） 
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另一方面 
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○4 并矢与并矢的运算： 

( ) ( ) ( ) DACBDCBADCBA


)( ×=×=× （并矢） 

( ) ( ) ( )( )DACBDCBA


××=  : （双点积：标量） 

( ) ( ) ( )DCBADCBA


 = （三个矢量的并） 

 

二、电势的多级展开： 

1.电多极矩： 

 假设全空间中有 N 个点电荷分布在区域

V 内，则远离电荷区域的

空间一点的电势为 

( )

å

å

=

=

-
=

=

N

n n

n

N

n n

n

xx

q

r

q
x

10

10

'4

1
        

4

1





pe

pe
j

 

 由于电荷分布区域的线度远小于电荷到

场点的距离，因此函数 '

1

nxx


- 可以在 0'=nx


处进行泰勒级数展开。 

在一维空间，泰勒级数其展开形式为： 
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（d 为小量） 

 

在三维空间：  ,e 
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在三维空间，泰勒级数其展开形式为： 
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利用并矢的双点乘积，展开式第三项为： 
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三维空间泰勒级数其展开形式可改写为： 
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利用此公式，将静电势表达式中的 '

1

nxx


-

展开，得 

 

 

或者 
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定义： 
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系统四极矩

系统偶极矩

系统电量
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则 
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逐项讨论： 

第一项
( )0j ： 

( ) ,
4

1

0

0

R

Q

pe
j =

 

为一个点电荷的电势。 

 相当于所有的点电荷都集中于原点时对

应在 P点所产生的电势； 

 如果电荷连续分布在小区域V 内，则体

系的带电量为 



( ) 'd ' VxQ
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第二项
( )1j ： 

( )

3
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是一个电偶极子的静电势。 

 p

为体系的电偶极矩； å

=

=
N

n
nn xqp

1

'


. 

 在体系总电量为零条件下，体系电偶极矩

与坐标原点位置的选取无关； 

 如果电荷连续分布在小区域V 内，则体系

的电偶极矩为 

( ) 'd ' 'ò=
V

Vxxp
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第三项
( )2j ： 
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R
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为体系四极矩的电势。 

 D

为体系的四极矩。 

å
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n
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''3
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 在体系内的电荷分布连续的情况下，其

表达式为 

( ) 'd '''3 VxxxD
Vò=


 。 

 

举例 1：我们前面讨论过理想偶极子（纯偶

极子）的电势: 

3
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 与纯偶极子不同的是，物理偶极子正负电

荷具有有一定的空间距离 l，因此，在求其

远场电势时应当采用多极展开的方法： 

......)2()1()0( +++= jjjj  

a) 由于物理偶极子亦由等量的正负电荷组

成，因此，总电量为零，所以 0)0( =j  



b) 
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(其中：
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c) 现在关键是如何求

解
)2(j ！ 

根据 å
=

=
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n
nnn xxqD

1

''3


写成分量（矩阵元）形

式： 
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n
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如果我们建立如图坐标系，则： 
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同时，注意到： 
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（这里同学需要注意：并矢双内积只是为了

形式上好看，实际上我们在计算具体问题时

还是要回到微分运算的表达式来运算） 

因此： 
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同学们可以据此计算出物理偶极子和纯偶

极子产生的电场，并结合 Ch1-1 中我们给出

电场线的分布对物理偶极子和纯偶极子加

深认识和理解！ 

 

 单极子（Monopole）:由单个点电荷组成 
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 偶极子（Dipole）:由一正一负（等量异

号）点电荷组成 
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 四极子（Quadrupole）:一对偶极

子“反平行”排列 

( ) ( )
3

10 1
0

R
== jjj  

 八极子（Octapole）：一对四

极子“反平行”排列 

( ) ( ) ( )
4

210 1
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R
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举例 2：对上面提及的物理

四极子进行讨论。 

 假设电荷处于 xy平面内，

正负电荷之间的间距为 l。 

将坐标原点选在四极子的

中心。 

a) 很明显，四极子的总电量为零，因此： 

( ) 00 =j  
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c)四极子项： 
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由于电荷处在 xy 平面内，则： 

033 == ij DD  

由此： 
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其中： 
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综上： 
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感兴趣的同学可以去尝试一下，如果坐标原

点没有建立在四极子的中心，而是随机建

立，一样可以的到相同的电四极矩表达式。

这是由于这个体系的零级和偶极矩都是为

零的。 



2. 电四极矩张量： 

一般体系的四极矩特性： 
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体系的四极矩是一个并矢，计有 9 个分量；

考虑到它的对称性，以及可以进行无迹化，

实际上只有 5 个独立的分量，即： 

D11, D22, D33, D12=D21, D23=D32, D31=D13。 

 

证明如下： 
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可将上式写为 
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前面已得：如果 0R ，则 0
12 =Ñ
R 。因此 
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所以，可以将电势展开式中第三项 
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中的四极矩改写为 
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如果系统为点电荷体系，则电四极矩张量定

义为 
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电四极矩张量的性质： 

 对称性： jiij DD = ； 

 无迹性： 0332211 =++ DDD  

 

根据这两个性质，可以推论出电四极矩张量

的 9 个分量中只有 5 个是独立的。 

 

如果电荷的分布具有球对称性，则 

0332211 === DDD  

并且有 

0312312 === DDD  

例如： å
=

=
N

n
nnn qyxD

1
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，由电荷分布的球

对称性，即如果在点 ),,( zyx 处存在一个点



电荷 q，则必然在 

),,(  ),,,(  ),,,( zyxzyxzyx ----  

和 

),,(  ),,,(  ),,,(  ),,,( zyxzyxzyxzyx --------  

存在等量的电荷。由于这些贡献项互相抵

消，使得 
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同样得到 

03123 == DD  

结论： 

 如果电荷的分布具有球对称性，则无电四

极矩； 

 当电荷的分布偏离球对称时，一般会出现

电四极矩； 

 因此通过测量远场电势的电四极矩贡献

项，就可以对电荷的分布做一定的推论； 

 从物理上讲，电偶极矩考量的是体系是否

具有镜面对称性破缺；电四极矩则考量体

系是否具有球对称破缺。如果破缺了，则

必会出现相应的极矩。 



 

例题：均匀带电的圆环，

电荷量为 q，半径为 a。环

外为真空。试求在离环心

为 R（ aR  ）处的电势

（到二级近似）。 

解：以环心为原点，环的

轴线为轴，建立图示的坐

标系。 

a) 电势的零级近似为 
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b) 电势的一级近似为 
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为环上的电荷对环心的电偶极矩。根据定

义， 
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c) 电势的二级近似为 
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( ) qxxxD ijjiij d '''3 2
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先讨论 ji  的情况，则 

qxxD jiij d ''3ò= ， 

由于电荷分布在 xy面上，有 0''3 == zx  

所以 
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于是可将电势二级近似简化成 
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同理可得 
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或者根据 0332211 =++ DDD ，得
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将上述各式代入二级近似项 
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根据 
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电势的近似表达式为 
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