
 

第三章 静磁场 
本章我们讨论稳定所激发的静磁场。 

在恒定电流问题中，因为要维持导体中的电流，

导体中就要有一定的电场，而且在产生电流的电源以

及导体表面上，都带有一定的静电荷，因而导线周围

的空间也是存在电场；由于电场是恒定的，电场和磁

场不发生直接联系，因而可以把电场和磁场分离开俩

求解。 

 

补充：恒定电流体系有如下特点： 

    电荷守恒定律： 

¶r
¶t

�Ñ�
�
J � 0. 

对于稳定电流，由于
¶r
¶t

� 0，因此有: 

Ñ�
�
J � 0 

� 稳恒电流线都是闭合线，稳定电流流动不会

引起电荷密度随时间发生堆积； 

� 导体的内部和周围空间都存在一定电场分布， 

� 对于通常导体，由于损耗的存在，为保持电

流恒定流动，必须有电源提供外来电动势。 



� 恒定电流条件下，电场和磁场不发生直接联

系，体系所激发的电场和磁场相互独立，其

电场满足方程： 

Ñ�
�
D � r f ,Ñ´

�
E � 0 

磁场部分所满足方程：  

Ñ´
�
H �

�
J f ,Ñ�

�
B � 0 

电场和磁场可以独立求解。 

 

§1. 描述磁场的矢势概念 

1、静磁场是一个赝矢量 

赝矢量又称为伪矢量; 

伪矢量在坐标系做空间反演变换时，该矢量的方

向不会发生改变; 

如果一个矢量在坐标系做空间反演变换时，该矢

量的符号改变，则称为真矢量。 

常见的真矢量有：速度矢量 v
�
�
d x
�

dt
，电流密度矢

量：J
��

� rv
�
，J
��

� s E
��
，点电荷的电场矢量：dE

��
�

1
4
�0

r
�

r3 dq 

常见的赝矢量有：力矩矢量L
��

� x
�
´ F
��
，电流元的磁

场矢量dB
��

�
�0

4

J
��
dV ´ r

�

r3 。 

可以看出，赝矢量是由两个真矢量叉乘所得。 



同样标量也有真标量和赝标量之分。 

真标量在空间反演时则不改变符号，例如微观粒

子的电荷密度：r(
x
�
) � r(x

�
)。 

赝标量在空间反演时改变符号，例如E
��

�B
��
。 

2．磁场的矢势描述 

1）考察恒定电流分布所激发的磁场 

 由于和周围磁性物质的相互作用产生磁化电流，磁

场和磁化电流是相互制约的，因此求解这类问题也如

求解静电学问题一样，使用求解微分方程的边值问题。

下面我们先引入磁场的矢势。 

由于静磁场是有旋无源场Ñ�
�
B � 0，磁感应线是闭

合曲线，总可以引入另一个矢量场A
��
来描述，矢量场A

��

满足： 
�
B � Ñ´

�
A 

矢量A
��
称为磁场的矢势。 

2）矢势规范变换不变性  

由矢势 A
��
可以确定唯一的磁场B

��
，但是由磁场B

��
并

不能唯一的确定矢势A
��
； 

对于一个确定的磁场B
��
，矢势A

��
仍具有一定任意性，

可以相差一个任意标量函数的梯度，即进行如下变换: 
�
A�

�
¢A �

�
A�Ñy  

�
¢B � Ñ´

�
¢A  



� Ñ´
�
A�Ñ´ (Ñy ) 

� Ñ´
�
A �

�
B. 

变换前后的矢势
�
A和矢势

�
¢A 所描写的是同一磁场，

这种任意性是由于矢势 A
��
的环量才具有物理意义，而

每一个点上的A
��
本身没有直接的物理意义。 

3）规范（辅助）条件 

为了减少任意性，确定A
��
，还需要知道A

��
的散度。

我们可以对 A
��
的散度加上一些限制条件，称之为规范

辅助条件，或者简称为规范条件 

电磁场本身对 A
��
的散度没有具体的要求，对于同

一个磁场有无穷多的矢势与之对应，但是电场和磁场

的性质与这里所选的规范无关。 

常用的规范有库仑规范条件： 

Ñ�
�
A � 0 

在第五章将介绍，对于随时间变化的电磁场，同

样可以引入相应的标势和矢势；而对于矢势，可以采

用洛伦兹规范条件： 

Ñ�
�
A�

1
c2

¶f
¶t

� 0 

3、矢势所满足的微分方程 

 我们结合物质的电磁性质方程，并利用库仑规范条

件，就可以得出矢势A
��
所满足的微分方程。 



对于均匀线性介质 
�
B � �

�
H ,  

 

带入 
�
B � Ñ´

�
A 

得到： 

 

 

利用库仑规范条件Ñ�
�
A � 0，得到: 

 

上式的分量形式表示为： 

Ñ2Ai � 
�Ji ,      i �1,2,3� � 

可见，在库仑规范下，矢势A
��
的每一个直角分量

都满足泊松方程。 

4、静磁场的基本公式 

至此我们可以得到静磁场、矢

势、电流的相互关系如下图： 

 Ñ�
�
B � 0 

毕奥-萨伐耳定律（电流源与场） 



�
B( �x) �

�0

4


�
J ( �x ') ´ �r
r3� dV

 

安培定律（磁场旋度与该处电流密度矢量之关系） 

Ñ´
�
B � �0

�
J  

磁感应强度与矢势： 

 
�
B � Ñ´

�
A 

矢势与电流：： 

�
A �

�0

4


�
J �x '� �dV '

rV�  

矢势满足库伦规范： 

Ñ�
�
A � 0 

矢势对应的微分方程： 

Ñ2
�
A � 
�

�
J f  

5、全空间的矢势解 

 在全空间给定电流的体分布，则

矢势的解为： 

�
A �

�0

4


�
J �x '� �dV '

rV�  

上述表达式满足库伦规范条件。 



对于全空间，如果电流分布在细

导线中 

由 
�
J �x '� �dV ' � I  d

�
�有： 

�
A �x� � � �0I

4

d
�
�

r��  

对于电流限于面分布的情况 

      
�
J �x '� �dV ' �

�
� �x '� �dS ' 

�
A �

�0

4


�
� �x '� �dS '

rS�  

由此可以归纳起来得到： 

� � � I d
�
�

line� ~ � � ��  dS
surface� ' ~ � � �J  dV

volume� ' 

 

例题 1：写出均匀磁场的矢势 

解：假设：  
�
B � B0

�ez，则矢势可取为： 

�
A �

1
2
�
B0 ´

�r �
B0

2

 y�ex � x

�e y� � 
或者：  

�
A � B0[
� y

�ex � (1
� )x�ey ], 

其中� 为任意常数，上面的两种矢势形式都满足库仑

规范条件。 



 

例题2：有一均匀带电的薄球壳，其半径为R0，总电荷

为Q，今使球壳绕自身某一直径以角速度ω转动，求球

内外的矢势和磁场。 

解:为了使得问题的求解过程简化，把坐标系的z

轴选取沿着场点的位矢方向，而转轴则处于xz面内。 

 

 

 

 

 

 

球面上均匀分布电荷，由于球壳转动，电流为面

电流，因此球面上x’处的电流密度矢量为： 
�
� �x '� � � s �v, 

s 为电荷的面密度，
�v而则为该处的旋转的线速度，

�
A �

�0

4


�
� �x '� �dS '

rS�  

�
�0

4

s �v �x '� �dS '

rS�  

r为场点到源点的距离： 

2 2
0 02 cos 'r R R RR q� � 
  

速度
�v为： 



�v �
�
w ´

�x ' 

其中： 

 

可得： 

 

即： 

 

 

计算积分
�
A �

�0

4


�
� �x '� �dS '

rS�  

其中：dS ' � R0
2 sinq 'dq 'df' 

 

考虑到： sinf'df'
0

2


� � cosf'df'
0

2


� � 0
 

 

�
A � 


�0R0
3sw sinq

2
cosq 'sinq '

R0
2 � R2 
 2R0Rcosq '

dq '
0




�
�

�
�
�

�

�
�
�
�ey 

令 cos 'u q� ，上述括号中的积分为： 



u
R0

2 � R2 
 2R0Ru
du


1

1

�  

2 2 1
2 20 0
0 02 2
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2
3
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� �
� 
 � 
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0 0 0 0 0 02 2

0

1
3
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 � �� � � � 
 
 � 
 � ! 

 

1）当 P 点位于球内时， 

� � � �� �2 2 2 2
0 0 0 0 0 0R R R R R R R R R R R R� � � 
 
 � 
 � 32R� 
  

因此有： 

�
Ainside � 


�0R0s
3

wRsinq �ey 

�
�0R0s

3
�
w ´

�x� � 
其中  

2）当 P 点位于球外时， 

�
Aoutside �

�0R0
4s

3R3

�
w ´

�x� � 
我们再把以上结果变换到常规坐标选择中有： 



 

 

�
Ainside �

�0R0s
3

�
w ´

�x� �  

�
Aoutside �

�0R0
4s

3R3

�
w ´

�x� �  

 

根据球壳内的矢势：   

 

可以证明， 球内的磁场为均匀磁场： 
�
Binside � Ñ´

�
Ainside 

  �
2�0R0ws

3
R(cosq �er -sinq �eq ) 

�
2
3
�0R0ws �ez 

�
2
3
�0R0sw

��
 

 

6、矢势的边界条件 



在满足库仑规范条件Ñ�
�
A � 0的条件下,矢势满足

泊松方程： 

Ñ2
�
A � 
�

�
J  

其分量形式为Ñ2Ai � 
�Ji ,      i �1,2,3� � 
知道了矢势

�
A满足的微分方程，还要知道矢势

�
A

所满足的边值条件，才可以求解微分方程。 

通过磁场B
��
的边界条件，就可以得到矢势

�
A的边

界条件。下面分别计算对于线性均匀介质矢势
�
A在沿

切向和法向的边值关系。 

1） 矢势沿分界面的切向分量 

利用矢势其积分关系
�
B �d

�
S

S� �
�
A �d

�
�

L�� ，对介质的分界

面上积分得到： 
�n21 ´

�
A2 


�
A1� � � 0 

矢势沿分界面的切向分量连续。 

2）矢势在分界面处的法向分量 

在库仑规范下： 

Ñ�
�
A � 0 

在介质分界面处必须满足： 
�
A �d

�
S

S�� � 0 

因此在介质的分界面两侧有： 



1 2n nA A�  

即在库仑规范下，矢势的法向分量连续。 

 

6、静磁场的能量 

线性介质内电磁能量密度的表达式为： 

� �2 21
2

w E H� �� �  

1） 静磁场的总能量 

前面得到静磁场的能量为： 

Wtotal (m) �
1
2

�
B �

�
H  dV

"�  

下面采用矢势
�
A及电流密度 J

��
表示静磁场的总能量： 

利用：       
�
B �

�
H � Ñ´

�
A� � � �H  

       � Ñ�
�
A´

�
H� � � �

A � Ñ ´
�
H� � 

� Ñ�
�
A´

�
H� � � �

A �
�
J f  

带入Wtotal (m)，其中第一项可化为无穷界面上的积

分而趋近于零，所以有： 

Wtotal (m) �
1
2

Ñ�
�
A´

�
H� �  dV

"� �
1
2

�
A �

�
J f  dV

"�  

 � 1
2

�
A �

�
J f  dV

"�  

o 积分的区域仅需遍及电流的分布区域 V，和

静电情况类似; 



o 此式仅对总能量有意义，不能把
1
2
�
A �

�
J f看做

能量密度，因为磁场的能量分布于整个磁场

内，而不仅仅存在于电流的分布区域。 

2） 磁相互作用能 

下面来讨论如何计算某电流分布
�
J在给定外磁场

中的相互作用能量。以
�
Ae表示外磁场在该处的矢势，

�
Je

表示产生该外磁场的电流分布;  
�
J在外磁场中的磁相互作用能为：  

Wint �
1
2

�
J �A
��
e �

�
Je�A

��� �  dV�  

利用全空间矢势的表达式 ： 

�
A �x� � � �0

4


�
J x '� �
r

dV '� ，
�
Ae

�x� � � �0

4


�
Je x '� �
r

dV '�  

可以得到：
�
Ae �

�
J  dV� �

�
A �

�
Je  dV�  

因此，
�
J在外磁场中的磁相互作用能为：  

Wint �
�
Ae �

�
J  dV�  

 

  



例题 3：无限长直导线，通有电流 I，求其周围的矢

势分布。 

解：根据矢势的计算公式： 

 

可知矢势 只有沿着 z 轴的分量： 

0 d 
4z
I zA

r
�



�"


"
� �  

0
2 2

d
4
I z

z R
�



�"


"
�

�
�  

            � �2 20 lim ln
4

Z

Z Z

I z z R�

 �" 


� � �  

              
2 2

0
2 2

lim ln
4 Z

I Z Z R
Z Z R

�

 �"

� �� �� ��
� �
 � �� �

 

               
� �
� �

2

0
2

1 1
lim ln

4 1 1Z

R ZI

R Z

�

 �"

� �� �� ��
� �
 � �� �

 

积分是发散的，计算两点的矢势差可以免除发散，

取与导线距离为 R0 处的矢势为零，则有： 

� �
� �

� �
� �

2 2
00

2 2
0

1 1 1 1
lim ln ln

4 1 1 1 1
z Z

R Z R ZIA
R Z R Z

�

 �"

� �� � � �# $� 

# $
 � � 
 � � !

 

或者： 

0

0

 ln
2z
I RA

R
�



�  



则可计算出磁场为： 

B
��

� Ñ´ A
��

� Ñ´
�0I
2


ln R
R0

ez
���

��
�

��
 

�
�0I
2
R

e
�
j 


