
上次课 

9 静电场可以用一个标量场的梯度（负值）表示： 
G
E Gx� �  ��M Gx� � 

M Gx� �  1
4SH0

U(Gx ')
rV '³ dV ' 

�u
G
E Gx� � { 0 

9 从静电场的库仑定律出发，向瞬变场推广得到的电动力

学的基本方程之一： 

��
G
E Gx, t� �  1

H0

U Gx, t� � 

9 纯电偶极子的电势表达式： 

M  1
4SH0

Gp � Gr
r3 , M v 1

r2

§
©
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·
¹
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9 重要的数学公式之一： 

�2 1
r
 �4SG(Gr ). 

9 回忆 Stokes 定理： 

d
G
S � (�u

G
A)

S³  d
G
l �
G
A

Lv³
 

 
  



§2 电流和磁场 
 

关于对磁现象的研究，我们宋代的科学家沈括（1031－1095）

是第一个观测到悬挂的磁针指向南北向，并将它应用到航海

的导航上。而揭示出电与磁之间的关系的第一人则是丹麦哥

本哈根大学的 Oersted 教授,他在 1819 年一次偶然的实验中

发现通电的导线能够影响到附近磁针的指向，这就是有名的

Oersted 实验。在麦克斯韦建立完整的电磁场理论之前，对

磁的研究有重要贡献的还有 André-Marie Ampère,Carl 

Friedrich Gauss; Jean-Baptiste Biot and Félix 

Savart(Biot-Savart 定律，1920),和 Michael Faraday。 

本节关于静磁场的讨论，我们将和静电场做比较，简要的

给出静磁场的基本特征 

 

1. 电流、电荷守恒定律 

1）电流密度矢量 J
G
的定义： 

a) 空间某处电流密度矢量的方向就是该处电场强度的方

向； 

b) 大小等于单位时间垂直通过单

位面积的电量； 

c) 设空间某位置处的电荷密度为

U，电荷运动的平均速度为 vG，则有 



vJ GG
U  

 

2）电流强度： 

¾ 单位时间内垂直穿过某一横截面的电量称为电流强度，用

I 表示； 
¾ 电流强度与电流密度矢量之间的关系： 

³ � 

 � 

S
SJI

SJSJI
GG

GG

d

cosddd T
 

 

3）电荷守恒定律 

实验表明电荷的总量是守恒的； 

如果在空间内任意取一封闭曲面 S，则单位时间内穿过曲

面 S而流出去的电量为 

³ � 
S

SJI
GG

d  

根据电荷的总量守恒，流出去的电量应等于封闭曲面 S内

的总电荷在单位时间内的减少量 

³³ � �
VS

V
t

SJ d
d
dd U

GG
 

如果所选取的曲面不随时间而变化，则上式可写成： 

³³³ w
w

� � �
VVS

V
t

V
t

SJ dd
d
dd UU

GG
 

由高斯定理得： 

³³³ w
w

� �� �
VVS

V
t

VJSJ ddd UGGG
 



或者 
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此为电荷守恒定律的数学表达式，也称为电流的连续性方程。 

再注意几点： 

a)这里的 U Kx, t� �为电荷密度，而
G
J Kx, t� �为电（荷）流密度，

那么守恒定律的形式是：流密度的散度＋电荷量密度变

化率＝0。这是关于粒子流守恒的一般形式。   

b)类似的还有在介质的极化部分我们会见到类似的连续性

方程： 

极化电荷密度与极化电流也满足电流的连续性方程： 

0 
w
w

���
t

J P
P

UG
 

介质磁化形成的磁化电流满足的联系方程则是 

��
G
JM  0 

（孤立的磁荷不存在，至少目前实验上尚未发现） 

c) 在稳恒电流情况下物理量不随时间而变化，
0 

w
w
t
U

，得

到 
��
G
J Gx� �  0  

——稳恒情况下电流线是闭合的，换言之，对于一个闭

ZHANG CH


ZHANG CH


ZHANG CH




合面（包含的体积可以无穷小）而言，单位时间内有多少

流入，就有多少量流出（体内的电荷密度不随时间变化）。 

 

3、电流与电流之间的相互作用、磁场对电流的作用 

 实验上观测到：电流与电流之间存在相互作用；这种相互

作用力是通过称为磁场的物质传递的； 

 电流元在磁场中所受到的力为 

BlIF
GGG

u dd  
lI
G

d  称为电流元；线元 l
G

d 的方向与电流的流向同向；矢量 B
G

描述电流元所在点磁场的性质——磁感应强度 

 

4、恒定电流所激发的磁场——毕奥-萨伐耳（Biot-Sarvart）

定律 

Biot-Sarvart 通过电流之间的相互作用，从数学上给出了 'xG

处的电流元
G
J Gx'� �dV '在场点 x

G
处产生的磁场； 

'd)'(
4
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r
rxJxB ³
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GGGGG
S
P

 

式中 0P 为真空的磁导率，
G
B称为磁感应强度。 

 后面我们会从静电场与静磁场的很多公式的对比发现，在

很多的情况下
G
B(Gx)与

K
E(Gx)有着很多的对应。 

  如果电流集中在一条细导线上，设导体的横截面面积为 nS ，



则有 

lIlJSVxJ n

GGGG dd')d'(    
通过细导线的恒定电流所激发的磁场为： 

³
u

 3
0 d

4
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r
rlIxB
GG

GG
S
P

 

毕奥-萨伐耳定律是磁场分布规律的积分形式。 

 

¾ 如果有一电荷以速度 v
G
运动（ cv �� ，且忽略其加速度），

则根据上述定律，可得到由它所激发的磁场（严格的推导

需要等我们学到推迟势一章节）： 

G
B( Gx)  P0

4S
qGv u Gr
r3  H0P0

Gv u
G
E  

 

5、 磁场的散度 

电流与其邻近点的磁场之间的关系 

根据毕奥-萨伐耳定律 
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0 V

r
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GGGGG
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式中 'xxr GGG
� 。 

利用关系式： 

3
1

r
r

r

G
� �  

得到： 
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进一步利用数学公式： 

� � � � fff
GGG

u��u� u� MMM  

得到 
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由于�只对观察点 xG微商，则有 

A

V
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r
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矢势 A
G
定义为 

 
G
A(Gx)  P0

4S

G
J (Gx ')
r³ dV ' 

磁场的散度 

��
G
B(Gx)  �� �u

G
A� � { 0   

——（2.13） 

结论：磁场是无散度的场。 

 上述公式不仅适用于恒定情况，也适用于非恒定的一般情

况，即有 



, 
根据数学中的高斯定理， 

G
B �d

G
Sv³  ��

G
BdV

V³  

从而得到  

 

总结一下：非恒定的一般情况，有 

��
G
B(Gx, t) { 0, 
G
B(Gx, t) �d

G
Sv³ { 0 

 

6、 磁场的旋度 

在电磁学中我们知道，载电流导线周围磁场的磁感线总

是围绕着导线的一些闭合曲线，磁场沿闭合曲线的环量与闭

合曲线所围曲面的电流 I 成正比， 

 

其中 L 为任一闭合曲线，I 为通过 L 所围曲面的总电流。 

对于连续电流分布 J，我们有积分形式的电流和磁场的关

系： 

 
取一个很小的面元 ,当 趋近于 0 时， 



 

由此得到：  

    
另一种方法，可以利用磁感应强度与矢势的关系毕奥-萨伐耳

（Biot-Sarvart）定律 ，来推导出上述关系。 

� �
� � AA

AB
GG

GG

2          ����� 

u�u� u�
 

——（2.16） 

首先分析第一项： 
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由于�只对观察点 x
G
微商，则有 
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根据定义 
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所以有 
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利用数学公式： 

� � � � fff
GGG

����� �� MMM  

有 
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根据电荷守恒定律，由于是讨论的恒定电流情况，故有 
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因此有 
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此处的面积分对整个电流存在的区域。在恒定电流的情况下，

区域的边界面上应无电流流进和流出，即在边界面上有电流

密度应无法向分量， 

0'd)'(  � SxJ
GGG

 
从而得到 

0 �� A
G

 
——（2.17） 

 



计算式（2.16）中的第二项:�2
G
A(Gx) 

根据矢势
G
A(Gx)的定义 

 �2
G
A(Gx)  P0

4S
�2

G
J (Gx ')
r³ dV '

               P0

4S

G
J (Gx ')�2 1

r³ dV '
 

由于 

�2 1
r
 �4SG(Gr ).  

上述的被积函数只可能在  Gx  Gx ' Kr  0� �处才可能不为零。这

样在被积函数中可令 
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根据 ' xxr GGG
� ，同时在计算 'd 3 S

r
r GG

³ � 时可取 x
G
作为坐标原点，

从而得到 

 
Gr
r3 �v³ d

G
S '  �4S  



 

)()( 0
2 xJxA

GGG P� �  

——（2.18） 

磁场的旋度可表示为: 

)()( 0 xJxB
GGG P u�  
——（2.11） 

利用 Stokes 公式 

³³ �u� �
SC

Sflf
GGGG

dd  

得到对应公式(2.11)的积分形式：磁感应强度对一个闭合回路

L的线积分为： 

³³ � �
SL

SJlB
GGGG

dd 0P  

——（2.10） 

推论： 

a) 磁场为无源有旋场；磁感应线为闭合线，无起点和终点； 

b) 不同于静电场，磁场为非保守场；电流激发的磁场以涡

旋形式出现； 

c) )()( 0 xJxB
GGG P u� 只有在恒定的情况下成立； 

d) 而  ��
G
B  0在一般的情况（如随时间变化的非恒定）下

也成立，  ��
G
B(Gx, t)  0。 

 

7、 补充说明： 



1）运动电荷在磁场的作用下做圆周运动；假设电荷沿着一

个半径为 a的环形路线运动，形成稳定的电流 i，定义磁矩 
Gm  i

G
S  Sia2 Gn 

假设 a2 o 0, iof, ia2 o finite，此即所谓理想分子环形电流 
模型。 

2）分子环形模型也称为磁偶极子模型。 

之所以这样称呼，不是因为可能存在一对靠近的正、负磁

荷（孤立的磁荷目前实验上还没发现！），而是因为（在静磁

场一章我们会看到）分子环形电流模型在空间的矢势为 

G
A  P0

4S

Gmu Gr
r3  

式中，
Gr为从圆心指向场点的位矢。这个公式在形式上与（纯）

电偶极子的电势的表达式M  1
4SH0

Gp � Gr
r3 具有某种对应特征； 

3）还可以证明，磁偶极子周围的磁感应强度
G
B Gx� �  �u

G
A Gx� �

的形式为 

G
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再一次看到，磁偶极子周围的磁感应强度的表达式形式与

电偶极子周围的电场的表达式也非常类似： 



G
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从这些表达式的相似性，可以看出描述电场与磁场一些物理

量之间具有某种对称性。 

下面把电偶极子和磁偶极子的相关物理量的表达式做一个

比较，便于大家加深印象： 

 （静止）电荷 （稳）电荷流 

源 U 
G
J  

偶极子 (纯)电偶极子 

Ao 0,qof,qlo finite 

(纯)磁偶极子 

a2 o 0, iof, ia2 o finite
偶极矩 电偶极矩 

Gp  q
G
A 

磁偶极矩 

Gm  i
G
S  Sia2 Gn� � 

势 标势 

M  1
4SH0

Gp � Gr
r3  

矢势 

G
A  P0

4S

Gmu Gr
r3  

场 G
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4SH0
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 4）对于物理上的载流线圈（电流和线圈的半径都是有限值），

其在远场产生的矢势除了最主要的磁偶极子贡献项

G
A(0)  P0

4S

Gmu Gr
r3 外，还存在更高阶的修正项（在静磁场一章会



讨论）。 
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