
００上次课要点 

 静电场的电势满足 Poisson 方程： 

Ñ2f x( ) = -
r f x( )

e
 

 在无自由电荷体分布的区域, Poisson 方程退化为

Laplace 方程： 
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 静电势的边值关系： 

)()( 12 PP    

e2

¶f2

¶n21

- e1

¶f1

¶n21

= -s f  

 有导体存在时静电势的边界条件： 
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§2.2 静电场的唯一性定理 

 

 上一节内容中，我们利用静电场的特点（无旋特性），

引入了静电标势，并给出了其满足的微分方程；因此，

关于静电学的基本问题就变成求解电势在所有边界

上满足边值关系或者给定边界条件的泊松方程的解。

然而，我们知道，对于同一个静电场，所求的电势解

如果不是唯一，那它们至多相差一个常数。 

 本节将回答这样一个问题：电势要满足哪几个条件，

就能唯一确定（求解）静电场。 

我们将从以下两个方面讨论唯一性定理： 

 一般形式的唯一性定理（一般形式，这是指分界面

上无自由电荷面分布的情况） 

 有导体存在时的唯一性定理（这是指分界面上存在

自由电荷面分布的情况） 

 

1、一般形式的唯一性定理 

1）问题的提出： 

假设所研究的区域V 可以分为若

干个均匀的小区域 iV ， 


i
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我们假设每个小区域都是各向同性的介质，每个小区

域 iV 的自由电荷体分布为 r f x( )，电容率为 i 。 

在上述基本条件下，有： 

① 电势在每个小区域满足泊松方程： 

Ñ2fi x( ) = -
r f x( )

e i
            （2.1） 

(有几个区域就有几个对应的泊松方程) 

② 在相邻区域 iV 与 jV 的分界面上，电势还必须满足如

下的边值关系（分界面上无自由电面分布）： 
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      （2.2） 

至此，对于区域V 而言，我们还不知道外边界上

的条件。这个问题正是唯一性定理所要解决的：就是

我们还需要知道外边界上的什么条件之后，求能够唯

一确定区域内的静电场。 

 

2）唯一性定理的内容：若 

i）区域V 内给定自由电荷分布 r f x( )； 

ii）区域V 的外边界 S 上给定电势
S

 , 

或者电势的法向导数
Sn


， 

则V 内的电场唯一确定。 



 

证明：（采用反证法） 

 假设有两组不同的解 ' 和 '' 都满足上述定理中所

给出的条件。定义： 

'''                 （2.3） 

由于在均匀的区域 iV 内有 

Ñ2f ' = -r fi ei 

Ñ2f '' = -r fi ei 

因此对于每个均匀区域，有 

02    （Laplace 方程）（2.4） 

另一方面，在 iV 与 jV 分界面上， ' 和 '' 一定满足 
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所以在内边界上 也必然满足 
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            （2.5） 

在V 的外边界上，有 

0''' 
SSS

   （给定的条件） 



——（2.6a） 

或者 
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  （给定的条件） 

——（2.6b） 

考察第 i 个均匀区域 iV 的界面上的如下面积分： 
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此处利用公式（I.19） 
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分析等式的右边一项 
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由（2.4）式得等式右边的第二项为零，则 

    VVS
iii V

i
V

i
S

i ddd
2

  


 

所以对于整体区域V ，有： 
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对于上式左边的面积分： 



 
i

S
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d  

这里应当涉及两种界面：一是整体区域V 的外界面，

二是各个均匀小区域之间的分界面。我们分别来讨论： 

i）对于 iV 与 jV 的分界面， 

 根据（2.5）式， 和
n


 是连续的，

但 

ji SS


dd  ， 

因此在面积分 
i

S
i

i

S


d 中，内部界面的积分互相抵

消。 

ii）在V 的外界面 S 上， 

 如果 0
S

 ，或者 0




Sn


，只要有其中的任意一个

条件满足，此面积分均为零。 

因此有 

  0dd
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但是被积函数  2 i 始终满足 

  0
2
 i  

因此上式成立的唯一情况是在V 内的各处均有 

0  

即在整个V 内， 



常数  

这表明两个解 ' 和 '' 至多相差一个常数，但电势的附

加常数对电场无影响，这样就证明了唯一性定理。 

补充： 

Ｇｒｉｆｆｉｔｈｓ书中的证明方法： 

 

图中所示的区域和它的边界，表面

的电势 0 给定。 

假设该区域内拉普拉斯方程有两

个解： 
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两个解都满足边界上给定的条件，令： 

3 1 2= -    

那么： 
2 2 2

3 1 2= =0      

并且在边界上 3 处处为 0。但是拉普拉斯方程不允许

内部区域的极大或者极小值，所有的极值必须要处在

边界上，所以 3 的极大值和极小值均为 0（极大值原

理），因此， 3 必须处处为 0。所以 1 2=   

 



唯一性定理定理也表明， 

a)唯一性定理对于静电问题的重要性在于：只要我

们得到一个满足泊松方程以及相应的边界条件的

解，那么这个解一定就是该问题的严格解。 

b)从方法论上，我们根据物理直觉和物理图像可以

猜测出一些问题的解，此时唯一性定理保证了其

正确性 

c)如果我们针对这类边值问题，找到一个试探的解，

但若我们验证这个试探的解满足上述的几个条件，

包括验证它是否满足微分方程，是否满足内部的

边值关系，以及在外边界上是否满足边值关系，

如果都满足，那这个试探解就是这个问题的解； 

d)有时，我们在给出一个试探解的时候，可以在一

开始保留 1-2个未知的系数（但并不影响所满足

的微分方程），然后根据边值关系，来确定这些系

数。 

 

2、有导体存在时的唯一性定理 

 对于导体存在的静电问题，每个导体上的总电荷 Q

与电势 φ实际上是一对共轭量，通常求解这类问题时

不可能同时预先设定每个导体上的总电荷和电势。 

 因此，当有导体存在时，为了确定电场，我们可以



根据这一对共轭量，将导体的静电问题设置为以下两

类问题： 

 第一类问题：给定每个导体上的电势 i ; 

 第二类问题：给定每个导体上的自由电荷总电量

iQ 。（这里我们把下标 f 省略了） 

由此，对于有导体存在时的唯一性定理可以做如下描

述： 

设在某区域V 内有导体，我们把

除去导体内部以后的区域定义为 'V ，

显然 'V 的边界包括了整个体系的外

部边界 S ，以及及每个导体的边界 iS 。 

1）第一类问题的唯一性定理： 

a)给定区域 'V 内为均匀分布的介质，自由电荷分布

r f x( )； 

b)在V 的外边界 S 上给定
S

 ，或者电势的法向导数

S
n ； 

c)每个导体 i 的电势 i 亦给定， 

则 'V 内的电场唯一确定。 

由于当给定了导体的电势后相当于给定了体系完

备的外边界条件，那么给定导体的唯一性定理就退化

成了一般形式，因此此定理的证明方法同上。 

 



2）第二类问题的唯一性定理： 

i）给定区域 'V 内自由电荷分布 r f x( )； 

ii）在V 的外边界 S 上给定
S

 或者电势的法向导数

S
n ； 

iii）每个导体 i 上的总电荷 iQ 亦给定， 

则 'V 内的电场唯一确定。 

 

对于此类唯一性定理所提出的条

件，我们首先分析一下：第 i 个导体上

的总电荷 iQ 的形式 

 根据边界条件：（1.12） 
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对于介质和导体的分界面，上式简化为 

e
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¶n
= -s f  

式中，面法向矢量为从导体内指向导体外的单位矢量。 

由于导体表面的总电荷满足：Qi = s f
Si

ò dS = - e
¶f
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或者 
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dS
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ò = -Qi e          （2.9） 

注意：这里实际上是把电荷的问题转化成了导体电势



所满足的方程。 

证明：依然采用反证法 

  假设有两个不同的解 ' 和 '' 满足上述条件，定

义 

'''    

根据相同的泊松方程形式，则在 'V 内 满足 

02                 （2.11） 

而对于导体，由于总电荷 iQ 是给定的，则有： 
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因此： 

常数
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对于外边界有， 

0      0 
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n 或者  ——（2.13） 
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待续 

接下来考虑对于导体以外的区域 'V ，与

前面证明的思路类似，考虑其面积分

  S


d ： 

这里里积分 'V 的面包括V 的外边界面 S 以及每个导体



的表面 iS ,即 
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注意： 

 作为 'V 的边界， iS 的面法线的方向是指向导体的

内部的。 

 如果用n

表示从导体内指向外的面法线，则在对

iS 的面积分 
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而对于外边界面 S ，根据（2.13）可知 

0d S S


  

因此有 
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另一方面，上式可以表示为体积分的形式 
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从而得到 

  0d
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因此得 

0  

此式说明 ' 与 '' 至多相差一个常数，因而 'V 内的电



场唯一确定。 

补充： 

Ｇｒｉｆｆｉｔｈｓ书中的证明方法： 

 假设存在两个电场满足上述条件，那么在导体之间

我们有： 

 

并且它们也满足高斯定理的积分形式 

 

其中，Si为第 i 个导体的表面。 

那么，对于外边界（无论是恰好包裹住了导体还

是无限大的边界） 

 

其中，So为外边界。 

令 , 

那么在导体之间有： 



 

在每个导体边界上： 

 

虽然我们不知道电荷 Qi如何在第 i个导体表面分

布，我们知道的是导体是一个等势体，因此在整个导

体表面电势一定是一个常数，那么 

 

其中  

该式对导体之间的全空间积分： 

 

其中 Stot 包括了区域的所有边界，包括导体边界

和外边界。 

    既然在每个导体表面电势 3 都是常数，那么 

2

3E d =0

totV

V  

因为被积分的值不可能为负数，所以这个积分的

唯一解就是 E3=0，也就是说  qed! 

 

补充说明： 



 上面假设导体所处的介质是单一的均匀介质。若

导体以外的区域是由几个均匀的区域组成，也可

以写出对应的唯一性定理； 

 利用类似的方法证明静磁场也有解的唯一性定理； 

 对于铁电介质，D

和 E


不再是单值的，上述的唯

一性定理是不成立的。这是因为铁电体的静电特

性不仅与边界条件有关，还与其经历的历史有关。 

 

运用唯一性定理讨论几个问题： 

例题 1：同心的导体球壳之间充以两种

电介质，左半部的电容率为e1，右半部

的电容率为e2。假设内球壳的总电量为

Q，外球壳接地。计算球壳之间的电场

和球壳上电荷分布。 

解：对于右图所示的边值问题，解为f =
A

r
。

这个解满足唯一性定理的条件的所有条件。 

 而对弈本问题，所求解区域不存

在自由电荷的体分布，并且也具有一

定的对称性：在内外的球面边界上电

势必须为常数，因此试探解可以取为 

fleft = fright = b+
c

r
 



b、c 为待确定的两个常数，这个试探解满足 Laplace

方程，也满足内外球面（外边界）为等势面的条件； 

 对于球壳内部，介质之间的分界面上，由于这个面

上无自由电荷的面分布，因此f和e
¶f

¶n
在分界面两侧必

须连续，而这里所选取的试探解都满足这两个基本要

求。 

考虑到外球壳接地，电势为零，因此有 

fleft = fright = b +
c

r r=R2

= 0 

或者 

b +
c

R2

= 0 

我们可以把试探解改写为： 

fleft = fright = c
1

r
-

1

R2
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c 为待确定的一个系数。 

最后一点，内求表面的总的自由电荷电量是给定的，

因此我们所选取的试探解也必须满足这个条件。考虑

到 

s = -e
¶f

¶n
 

我们利用左右两个区域的电势试探解，求出在内边界

导体表面的自由电荷面密度，分别为： 



s right = -e2

¶fright

¶r
r=R1

=
e2c

R1

2  

s left = -e1

¶fleft

¶r
r=R1

=  
e1c

R1

2
   

由于在内导体球表面的总自由电荷电量 

s f
Sò dS =Q  

最后求得： 

c =
Q

2p e1 + e2( ) 

最后的解为： 

fleft = fright =
Q

2p e1 + e2( )
1

r
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,

R1 < r < R2( )
 

 

例题 2：有一个中性的导体球壳 A ，在

此球壳内放置一带电体M ，其荷电为Q。

证明： 

1）球壳外的电场只与有关Q，与M 在

球壳内的位置无关； 

2）球壳 A的外表面上的电荷为一均匀分布，与M 在

球壳内的位置无关。 

证明： 

 所研究的区域为球壳外的区域，区域内无自由电荷

的体分布，这一特点不依赖于M 在球壳内的位置； 



 其界面为 S 和 S ： S 边界上的电势为零；对于界

面 S ，由于感应使得 A 的内表面的电量为 Q ，则界

面 S 上的总电量为Q，这一结论不论M 在球壳内何处，

只要在球壳内即成立。 

 上述分析说明：在所求解区域的外界面上电势给定，

在与导体的分界面上总电量给定，满足第二类型的唯

一性定理，因此的电场唯一确定。 

2）球壳外的电场分布既然与M 在球壳

内的位置无关，那也必然与M 的形状无

关，只与它的总电量Q有关。所以可以

假设球壳内一个等电量的带电体 'M 为

球形，而且与球壳 A 同心，对于这样的

体系，由于具有中心对称性，可知 A 表面的电荷分布

的面密度为常数。 

如果变动 'M 的位置和形状至 M ，由于电量Q 不

变，则球壳外的电场不变，由 

0nE  

知 不变，仍保持常数。 


