
第第第九九九章章章近近近似似似方方方法法法

量子力学中，大部分定态问题都难以精确求解。比如一个很简单的强关联模型，Hubbard或者t-J模型，

甚至更简单的Heisenberg模型，都无法精确求解。这些问题的求解一般有种方法，一是发展各种近似理论，

如Slave-boson，Gutzwiller projection approximation等(都是平均场(Mean-field approximation)做法)，然后

考虑各种修正；另一种是发展纯的数值方法，如严格对角化(ED)，量子Monte Carlo (QMC )，密度矩阵重

整化群(DMRG)等。本章介绍两种常用的方法，微扰论和变分法。

9.1 不不不含含含时时时微微微扰扰扰

本节介绍定态微扰论近似方法。我们需要求解的本征值方程为

Ĥ |ψn⟩ = En |ψn⟩

但由于Ĥ的复杂性，无法直接精确求解。此方法的要旨是，从一般难以精确求解的哈密顿量Ĥ中，划分出其

中数值较小(可用估值办法或视其中所含参数的数值)而又妨碍对Ĥ精确求解的部分Ĥ ′，即有

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ ′ Ĥ ′ ≪ Ĥ0

划分出Ĥ ′后剩下的Ĥ0应能精确求解。

Ĥ0

∣∣∣ψ(0)
n

⟩
= E(0)

n

∣∣∣ψ(0)
n

⟩
其中上标”(0)”表示未受扰动的结果(或者说零级近似的结果)。然后，以Ĥ0的本征态和本征值为基础和出发

点，即选取H0表象，以逐级近似的方法考虑Ĥ ′的影响，给出Ĥ的本征态和本征值的逐级近似解。方法区分

为非简并微扰论和简并微扰论两部分。

由于Ĥ ′是小量，写为Ĥ ′ = λŴ，其中λ≪ 1。我们将|ψn⟩按基矢
∣∣∣ψ(0)

n

⟩
展开

|ψn⟩ =
∑
k

Ckn

∣∣∣ψ(0)
k

⟩
Ckn =

⟨
ψ
(0)
k |ψn

⟩
代入薛定谔方程有 (

Ĥ0 + λŴ
)∑

k

Ckn

∣∣∣ψ(0)
k

⟩
= En

∑
k

Ckn

∣∣∣ψ(0)
k

⟩
λ
∑
k

CknŴ
∣∣∣ψ(0)

k

⟩
=

∑
k

Ckn

(
En − E

(0)
k

) ∣∣∣ψ(0)
k

⟩
λ
∑
k

Ckn

⟨
ψ(0)
m

∣∣∣ Ŵ ∣∣∣ψ(0)
k

⟩
=

∑
k

Ckn

(
En − E

(0)
k

)⟨
ψ(0)
m |ψ(0)

k

⟩
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λ
∑
k

CknWmk = Cmn

(
En − E(0)

m

)
其中Wmk =

⟨
ψ
(0)
m

∣∣∣ Ŵ ∣∣∣ψ(0)
k

⟩
，或者也可直接用H ′

mk =
⟨
ψ
(0)
m

∣∣∣ Ĥ ′
∣∣∣ψ(0)

k

⟩
。因此上式实际上是给出了关于系

数Cmn的一线性联立方程组。到目前为止，我们并没有作任何近似，上面的表达式都是严格成立的。

1. 非非非简简简并并并微微微扰扰扰

对能级和波函数作近似，假定可以按照小量λ展开

Ckn = C
(0)
kn + λC

(1)
kn + λ2C

(2)
kn + ...

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + ...

代入上面的联立方程组得到，并且注意到C
(0)
kn = δkn(

C(0)
mn + λC(1)

mn + λ2C(2)
mn + ...

)(
E(0)

n + λE(1)
n + λ2E(2)

n + ...− E(0)
m

)
= λ

∑
k

(
C

(0)
kn + λC

(1)
kn + λ2C

(2)
kn + ...

)
Wmk

0 =
(
E(0)

n − E(0)
m

)
C(0)

mn + λ

[
C(0)

mnE
(1)
n + C(1)

mn

(
E(0)

n − E(0)
m

)
−
∑
k

C
(0)
knWmk

]

+λ2

[
C(0)

mnE
(2)
n + C(1)

mnE
(1)
n + C(2)

mn

(
E(0)

n − E(0)
m

)
−
∑
k

C
(1)
knWmk

]
+ ...

1) λ的零级近似解 (
E(0)

n − E(0)
m

)
δmn = 0

显然，回到H0的解。

2) λ的一级近似解

0 = C(0)
mnE

(1)
n + C(1)

mn

(
E(0)

n − E(0)
m

)
−
∑
k

C
(0)
knWmk = δmnE

(1)
n + C(1)

mn

(
E(0)

n − E(0)
m

)
−
∑
k

δknWmk

δmnE
(1)
n + C(1)

mn

(
E(0)

n − E(0)
m

)
−Wmn = 0

当m ̸= n时，

C(1)
mn =

Wmn(
E

(0)
n − E

(0)
m

)
当m = n时，

E(1)
n =Wnn

即

En = E(0)
n + λWnn = E(0)

n +H ′
nn

|ψn⟩ =
∣∣∣ψ(0)

n

⟩
+ λ

∑
m

C(1)
mn

∣∣∣ψ(0)
m

⟩
=
∣∣∣ψ(0)

n

⟩
+ λ

∑
m ̸=n

C(1)
mn

∣∣∣ψ(0)
m

⟩
+ λC(1)

nn

∣∣∣ψ(0)
n

⟩
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Chapter IX

现在还剩下C
(1)
nn未知，其选择要求在不含有一级小项的情形下|ψn⟩能够归一化，即

⟨ψn|ψn⟩ =
⟨
ψ(0)
n |ψ(0)

n

⟩
+ λ

(
C(1)

nn + cc
)
+O

(
λ2
)
= 1 +O

(
λ2
)

可见C
(1)
nn只能是个纯虚数，因此作为相因子，可以吸收掉，或者直接取为0。因此一级修正的结果表述为

En = E(0)
n +H ′

nn

|ψn⟩ =
∣∣∣ψ(0)

n

⟩
+
∑
m

′ H ′
mn(

E
(0)
n − E

(0)
m

) ∣∣∣ψ(0)
m

⟩

其中H ′
mn =

⟨
ψ
(0)
n |H ′|ψ(0)

n

⟩
，求和号上的撇记号表示求和指标m ̸= n。结果表明，在一级微扰论近似下，能

量的修正为H ′在未受扰动态
∣∣∣ψ(0)

n

⟩
中的平均值，而扰动后的态

∣∣∣ψ(0)
n

⟩
中别的态

∣∣∣ψ(0)
m

⟩
(m ̸= n)也将混入，混入

的几率幅正比于H ′在
∣∣∣ψ(0)

m

⟩
中的平均值、反比于

(
E

(0)
n − E

(0)
m

)
值。能量和波函数的公式都只准确到含λ 的

一阶项。我们可以从另一个角度理解非简并微扰。由于微扰，不同能级的波函数发生交叠，因此新的波函

数中就包含了其它能级的波函数成分，一方面，扰动越强，交叠可能越大，别的能级成分进入
∣∣∣ψ(0)

n

⟩
的可能

越大；另一方面，能级的能量差越大，交叠的可能就小。而自己本身能级的微扰，扰动波函数最多改变位

相，只要调整原来波函数的位相就可以了。

当然，上面的结果都是建立在扰动不大，即所谓微扰的基础上的。否则，扰动后的波函数用未微扰基矢

展开就不是一个合适的方法。也就是说，对
∣∣∣ψ(0)

n

⟩
的一级修正的

∣∣∣ψ(0)
m

⟩
态前的系数的数值应当远小于1。于

是，可得上述微扰论适用的条件

|H ′
mn| ≪

∣∣∣E(0)
n − E(0)

m

∣∣∣
也就是说，扰动(实际表示不同能级的跃迁)要远小于能级差，能级仍旧能够基本保持原来的值，只是在原来

值附近发生小的移动。从这里可以看出为什么要求非简并，实际如果是简并态，微扰作用会使原来的简并

态发生去简并，能级分裂，波函数重组。

最后，我们给出力学量F̂矩阵元的一级近似

Fnm =
⟨
ψn|F̂ |ψm

⟩
=

⟨ψ(0)
n

∣∣∣+∑
k ̸=n

′ (H ′
kn)

∗(
E

(0)
n − E

(0)
k

) ⟨ψ(0)
k

∣∣∣
 F̂

∣∣∣ψ(0)
m

⟩
+
∑
k′ ̸=m

′ H ′
k′m(

E
(0)
m − E

(0)
k′

) ∣∣∣ψ(0)
k′

⟩
= F (0)

nm +
∑
k ̸=n

′ H ′
nk(

E
(0)
n − E

(0)
k

)F (0)
km +

∑
k ̸=m

′ H ′
km(

E
(0)
m − E

(0)
k

)F (0)
nk

3) λ的二级近似解

通常，波函数只作到一阶微扰近似，但有时能量的一阶修正为零或很小(如禁戒等情况)，这时能量要作

到二阶微扰近似。即要求

δmnE
(2)
n + C(1)

mnE
(1)
n + C(2)

mn

(
E(0)

n − E(0)
m

)
−
∑
k

C
(1)
knWmk = 0

当m = n时，

E(2)
n =

∑
k

C
(1)
knWnk − C(1)

nnE
(1)
n =

∑
k

WknWnk(
E

(0)
n − E

(0)
k

) − WnnWnn(
E

(0)
n − E

(0)
n

)
=

∑
k

′ WknWnk(
E

(0)
n − E

(0)
k

) =
∑
k

′ |Wnk|2(
E

(0)
n − E

(0)
k

)
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即得到能量修正到二级的结果

E = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n

= E(0)
n +H ′

nn +
∑
k

′ |H ′
nk|

2(
E

(0)
n − E

(0)
k

)
注意，基态能级的二阶修正必定是负值(Why？从上式看得很明白)。

Example 1: 用微扰办法求解一维谐振子，H0 = p2

2m + 1
2mω

2x2，H ′ = 1
2ϵmω

2x2，ϵ≪ 1。

解：显然，此问题是可以严格解的，只要令ω′ =
√
1 + ϵω即可，对应的能级和波函数分别为

En =

(
n+

1

2

)
~ω

√
1 + ϵ

|ψn⟩ =

(
mω′

π~

)1/4(
1

2nn!

)1/2

Hn (ξ
′) e−ξ′2/2

其中ξ = αx，α =
√
mω/~，α′ =

√
mω′/~ =

√
mω/~ (1 + ϵ)

1/4
，ξ′ = α′x = (1 + ϵ)

1/4
ξ。

现在用微扰的办法求，我们知道

ξ =
1√
2

(
A+A+

)
x =

√
~

2mω

(
A+A+

)
H ′ =

1

2
ϵmω2x2 =

1

2
ϵ~ω (αx)

2
=

1

2
ϵ~ωξ2 =

1

4
ϵ~ω

(
A2 +A+2 + 2A+A+ 1

)
所以，微扰矩阵元为

H ′
kn = ⟨k|H ′|n⟩ = 1

4
ϵ~ω

⟨
k|
(
A2 +A+2 + 2A+A+ 1

)
|n
⟩

=
1

4
ϵ~ω

[√
(n+ 1) (n+ 2)δn+2,k +

√
n (n− 1)δn−2,k + (2n+ 1) δn,k

]
一级修正:

E(1)
n = H ′

nn =
1

4
ϵ~ω

⟨
n|
(
A2 +A+2 + 2A+A+ 1

)
|n
⟩
=

1

2
ϵ~ω

(
n+

1

2

)
∣∣∣ψ(1)

n

⟩
=

∑
k

′ H ′
kn(

E
(0)
n − E

(0)
k

) ∣∣∣ψ(0)
k

⟩

=
1

4
ϵ~ω

∑
k

′
√

(n+ 1) (n+ 2)δn+2,k +
√
n (n− 1)δn−2,k(

E
(0)
n − E

(0)
k

) ∣∣∣ψ(0)
k

⟩
=

ϵ

8

[√
n (n− 1)

∣∣∣ψ(0)
n−2

⟩
−
√
(n+ 1) (n+ 2)

∣∣∣ψ(0)
n+2

⟩]
可见，以及近似下的能量和波函数表示为

E = E(0)
n + E(1)

n = ~ω
(
n+

1

2

)
+

1

2
ϵ~ω

(
n+

1

2

)
=

(
1 +

1

2
ϵ

)
~ω
(
n+

1

2

)
|ψn⟩ =

∣∣∣ψ(0)
n

⟩
+
∣∣∣ψ(1)

n

⟩
=
∣∣∣ψ(0)

n

⟩
+
ϵ

8

[√
n (n− 1)

∣∣∣ψ(0)
n−2

⟩
−
√
(n+ 1) (n+ 2)

∣∣∣ψ(0)
n+2

⟩]
这种标记意味着当n < 0时，

∣∣∣ψ(0)
n

⟩
= 0。
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二级近似

E(2)
n =

∑
k

′ |H ′
nk|

2(
E

(0)
n − E

(0)
k

)
=

ϵ2~2ω2

16

∑
k

′

[√
(n+ 1) (n+ 2)δn+2,k +

√
n (n− 1)δn−2,k + (2n+ 1) δn,k

]2
(
E

(0)
n − E

(0)
k

)
=

ϵ2~2ω2

16

[
(n+ 1) (n+ 2)

−2~ω
+
n (n− 1)

2~ω

]
= −ϵ

2~ω
4

(
n+

1

2

)

我们可以对比严格计算的结果，把能量展开到二级小量

E =

(
1 +

1

2
ϵ− 1

4
ϵ2
)(

n+
1

2

)
~ω

把波函数展开到一级小量∣∣∣ψ(1)
n

⟩
= ϵ

∂

∂ϵ
|ψn⟩

∣∣∣∣
ϵ=0

= ϵ

{
∂

∂ϵ

[(
mω′

π~

)1/4(
1

2nn!

)1/2

Hn (ξ
′) e−ξ′2/2

]}∣∣∣∣∣
ϵ=0

= ϵ
(mω
π~

)1/4( 1

2nn!

)1/2 [
1

8
Hn (ξ) +

1

4
ξH

′

n (ξ)−Hn (ξ)
ξ2

4

]
e−ξ2/2

= ϵ
(mω
π~

)1/4( 1

2nn!

)1/2 [
1

8
Hn (ξ) +

n

2
ξHn−1 −Hn (ξ)

ξ2

4

]
e−ξ2/2

= ϵ
(mω
π~

)1/4( 1

2nn!

)1/2
 1

8Hn (ξ) +
n
2

[
Hn

2 + (n− 1)Hn−2

]
−1

4

[
1
2

(
1
2Hn+2 + (n+ 1)Hn

)
+ n

(
1
2Hn + (n− 1)Hn−2

)]
 e−ξ2/2

= ϵ
(mω
π~

)1/4( 1

2nn!

)1/2{
n (n− 1)

4
Hn−2 −

1

16
Hn+2

}
e−ξ2/2

=
1

8
ϵ
(√

n (n− 1) |ψn−2⟩ −
√
(n+ 1) (n+ 2)

∣∣∣ψ(0)
n+2

⟩)
其中用到一维谐振子的递推公式

dHn

dξ
= 2nHn−1 2ξHn = Hn+1 + 2nHn−1

两者的结果显然是一致的。

Example 2: 用微扰办法求解一维谐振子，H0 = p2

2m + 1
2mω

2x2，V = ϵx，ϵ≪ 1。

解：先做微扰解，x =
√

~
2mω (A+A+)，V = ϵ

√
~

2mω (A+A+) = λ (A+A+)，其中λ = ϵ
√

~
2mω ≪ 1。

Vkn = λ
⟨
k|
(
A+A+

)
|n
⟩
= λ

(√
nδn−1,k +

√
n+ 1δn+1,k

)
E(1)

n = Vnn = 0

E(2)
n =

∑
k

′ |Vnk|2(
E

(0)
n − E

(0)
k

) =
λ2

~ω
(−n+ n+ 1) =

λ2

~ω

∣∣∣ψ(1)
n

⟩
=
∑
k

′ Vkn(
E

(0)
n − E

(0)
k

) ∣∣∣ψ(0)
k

⟩
=

λ

~ω

(√
n
∣∣∣ψ(0)

n−1

⟩
−

√
n+ 1

∣∣∣ψ(0)
n+1

⟩)
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这种标记意味着当n < 0时，
∣∣∣ψ(0)

n

⟩
= 0。

严格解：

H =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 + ϵx =

p2

2m
+

1

2
mω2

(
x+

ϵ

mω2

)2
− ϵ2

2mω2

=
p2

2m
+

1

2
mω2

(
x+

λ

ω

√
2

m~ω

)2

− λ2

~ω

因此解为

E =

(
n+

1

2

)
~ω − λ2

~ω

|ψn⟩ =
(mω
π~

)1/4( 1

2nn!

)1/2

Hn (ξ
′) e−ξ′2/2

其中ξ′ = αx′ = α
(
x+ λ

ω

√
2

m~ω

)
= ξ +

√
2 λ
~ω，展开到一级近似为

∣∣∣ψ(1)
n

⟩
= λ

(mω
π~

)1/4( 1

2nn!

)1/2 {
∂

∂λ

[
Hn (ξ

′) e−ξ′2/2
]}∣∣∣∣

λ=0

= λ
(mω
π~

)1/4( 1

2nn!

)1/2 √
2
1

~ω
[H ′

n − ξHn] e
−ξ2/2

=
λ

~ω

(mω
π~

)1/4( 1

2nn!

)1/2 √
2

(
nHn−1 −

1

2
Hn+1

)
e−ξ2/2

=
λ

~ω

(√
n
∣∣∣ψ(0)

n−1

⟩
−
√
n+ 1

∣∣∣ψ(0)
n+1

⟩)

2. 简简简并并并微微微扰扰扰

从前面非简并微扰论的结果知道，如果出现简并的情况，能量的二级修正和波函数的一级近似都会出现发

散的情况，显然是非物理的。因此对于简并的情况，我们要另作处理。实际上，即使不是简并态，但如

果|H ′
mn| ≪

∣∣∣E(0)
n − E

(0)
m

∣∣∣这个条件不能满足，非简并微扰论的结果也会出现问题。
由于微扰，原来简并的能级将会发生分裂，出现去简并的情况。当然，微扰未必能够去除所有的简并。

如果出现去简并的情况，我们要找的是分裂后的能级和波函数。

现在，假定扰动的态为H0的第n个能级，其简并度为fn，下面构造关于这种存在简并情况的一阶微扰

论，整个办法的核心部分是在fn个简并态子空间中，写出微扰项的厄米fn × fn维矩阵，将它对角化找出它

的fn个本征值和本征态。这fn个本征值即为一阶近似的下的能量修正，而这fn个本征态将构成零级近似态

矢。

记H0的第n个能级简并的量子数为ν (ν = 1, 2, ..., fn)，为了清楚起见，先假定其它能级不简并。实际上

其它能级是否简并不影响能量的一级近似和波函数的零级近似。未微扰前

H0

∣∣∣(nν)(0)⟩ = E(0)
n

∣∣∣(nν)(0)⟩
正交归一条件为 ⟨

(nµ)
(0) | (nν)(0)

⟩
= δµν

⟨
m(0)| (nν)(0)

⟩
= 0 (m ̸= n)

6
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完备性条件为 ∑
ν

∣∣∣(nν)(0)⟩⟨(nν)(0)∣∣∣+ ∑
m ̸=n

∣∣∣m(0)
⟩⟨

m(0)
∣∣∣ = 1

微扰后的能量本征值方程为

H |n⟩ = (H0 + λW ) |n⟩ = En |n⟩

|n⟩ =
∑
ν

Cnν

∣∣∣(nν)(0)⟩+
∑
m ̸=n

Cm

∣∣∣m(0)
⟩

其中|n⟩是微扰后的本征函数。上式右边第一个求和是在简并态子空间内进行，而第二个求和是对此子空间

之外所有态进行。Cnν =
⟨
(nν)

(0) |n
⟩
，Cm =

⟨
m(0)|n

⟩
，是|n⟩态在H0表象中的表示。

左乘
⟨
(nµ)

(0)
∣∣∣

En

⟨
(nµ)

(0) |n
⟩

=
⟨
(nµ)

(0) | (H0 + λW ) |n
⟩
=
∑
ν

⟨
(nµ)

(0) | (H0 + λW ) | (nν)(0)
⟩⟨

(nν)
(0) |n

⟩
+
∑
m ̸=n

⟨
(nµ)

(0) | (H0 + λW ) |m(0)
⟩⟨

m(0)|n
⟩

EnCnµ = E(0)
n Cnµ + λ

∑
ν

Wnµ,nνCnν + λ
∑
m ̸=n

Wnµ,mCm

其中Wnµ,nν =
⟨
(nµ)

(0) |W | (nν)(0)
⟩
，Wnµ,m =

⟨
m(0)|W | (nν)(0)

⟩
。

左乘
⟨
m(0)

∣∣
En

⟨
m(0)|n

⟩
=

⟨
m(0)| (H0 + λW ) |n

⟩
=
∑
ν

⟨
m(0)| (H0 + λW ) | (nν)(0)

⟩⟨
(nν)

(0) |n
⟩

+
∑
k ̸=n

⟨
m(0)| (H0 + λW ) |k(0)

⟩⟨
k(0)|n

⟩
EnCm = E(0)

m Cm + λ
∑
ν

Wm,nνCnν + λ
∑
k ̸=n

WmkCk

因此同样区分简并子空间内和子空间外后，得到(
En − E(0)

n

)
Cnµ = λ

∑
ν

Wnµ,nνCnν + λ
∑
m ̸=n

Wnµ,mCm(
En − E(0)

m

)
Cm = λ

∑
ν

Wm,nνCnν + λ
∑
k ̸=n

WmkCk

现在用微扰方程求解上式，令

En = E(0)
n + λE(1)

n + λ2E(2)
n + ...

Cnµ = C(0)
nµ + λC(1)

nµ + λ2C(2)
nµ + ...

1) 波函数零级近似，能量一级近似

En = E(0)
n + λE(1)

n

Cnµ = C(0)
nµ Cm = 0

7
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代回方程式得到

|n⟩ =
∑
ν

C(0)
nν

∣∣∣(nν)(0)⟩
E(1)

n C(0)
nµ =

∑
ν

Wnµ,nνC
(0)
nν

这里关于未知能移E
(1)
n 和未知矢量的方程是fn个齐次联立代数方程组，实质是微扰H

′在这个fn维简并子空

间中的本征方程：本征值为E
(1)
n ，本征矢量为

{
C

(0)
ν , (ν = 1, 2, ..., fn)

}
。上面本征方程若有非零解

{
C

(0)
ν

}
，

系数行列式必须为零，由此即求得本征值E
(1)
n 的方程：

fn∑
ν=1

(
E(1)

n δµν −Wnµ,nν

)
C(0)

nν = 0

方程有解的条件是

det
∣∣∣E(1)

n δµν −Wµν

∣∣∣ = 0

这个方程也常称之为关于简并能级一阶修正量的久期方程。由于矩阵元全体组成了fn维的厄米矩阵，它

有fn个本征值均是实数，每一个本征值对应一个本征矢，重新记为E
(1)
nµ和|nµ⟩ (µ = 1, 2, ..., fn)，若它们彼

此均不相等，说明在H ′扰动下n能级fn重简并完全被解除，否则只是部分地被解除。

因此在这个近似下，波函数和能量为

|nµ⟩ =
∑
ν

C(0)
nµν

∣∣∣(nν)(0)⟩
En = E(0)

n + E(1)
nµ

其中E
(1)
nµ和C

(0)
nµν由本征值方程决定

fn∑
ν=1

(
E(1)

n δµν −H ′
µν

)
C(0)

nν = 0

省略n指标
fn∑
ν=1

(
E(1)δµν −H ′

µν

)
C(0)

ν = 0

可见，对于简并微扰的波函数零级近似和能量一级近似，实际上是在fn简并子空间中求解H
′的本征值问

题，通过通过对H ′对角化求出能级的一级修正和零级近似波函数。

Example 3: 氢原子的Stark效应：把原子置于外电场中，则它发射的光谱线会发生分裂，此即Stark效

应。计算氢原子光谱的Lyman线系的第一条谱线的Stark分裂。

解：在不考虑自旋的时候，氢原子基态(n = 1)是非简并的，但第一激发态(n = 2)是四重简并的。对应的

能量为E2 = − e2

2a
1
22。对应的四个零级波函数为|2lm⟩，按顺序写为

|200⟩ , |210⟩ , |211⟩ , |211̄⟩

假定沿z−轴方向加均匀电场ε，则电子(−e)受到的相互作用为

H ′ = eεz = eεr cos θ ≪ e2

a

8



Chapter IX

现在计算矩阵元H ′
µν。由于H

′关于z是奇宇称的，并且只与r和θ有关，所以不改变磁量子数m，因此不为零

的矩阵元只有2个，即H ′
200,210和H

′
210,200。[ 因为m不变，所以，m = 1和m = 0的态之间的跃迁是不允许

的，同时H ′
2lm,2lm = ⟨2lm|H ′|2lm⟩ =

∫
||2lm⟩|2H ′dτ，其中||2lm⟩|2关于z是偶宇称的，所以这种积分的结果

必为0。这表明这种微扰有如下的选择定则：∆m = 0，∆l = ±1，只有满足这种约束的跃迁才是允许的。书

上直接给了公式

cos θYlm =

√
(l + 1)

2 −m2

(2l + 1) (2l + 3)
Yl+1m +

√
l2 −m2

(2l − 1) (2l + 1)
Yl−1m

]

H ′
200,210 = H ′

210,200 = eε ⟨200|r cos θ|210⟩

= eε

∫ [
1√
4π

1√
2a3/2

(
1− r

2a

)
e−r/2a

]
r cos θ

[√
3

4π
cos θ

1

2
√
6a3/2

r

a
e−r/2a

]
r2 sin θdθdφdr

=
eε

8a4

∫
r4
(
1− r

2a

)
e−r/adr

∫
sin θ cos2 θdθ = 3aeε

[
∫∞
0
xne−xdx = n!]

因此，H ′的本征值方程为
E(1) −3aeε 0 0

−3aeε E(1) 0 0

0 0 E(1) 0

0 0 0 E(1)




C

(0)
1

C
(0)
2

C
(0)
3

C
(0)
4

 = 0

解得E(1)为3aeε,−3aeε, 0, 0，对应的系数为

1√
2


1

1

0

0


1√
2


1

−1

0

0




0

0

1

0




0

0

0

1


即零级近似的波函数和一级近似的能量分别为

E2 = E
(0)
2 (二重), E

(0)
2 + 3aeε, E

(0)
2 − 3aeε

|211⟩ , |211̄⟩ , 1√
2
(|200⟩+ |210⟩) 1√

2
(|200⟩ − |210⟩)

因此在电场作用下，原来四重简并的能级发生分裂，变成三个能级，能级简并度并没有完全解除。

我们可以直接利用对称性来判断结果是否合理，s轨道是球对称的，p轨道是”哑铃状”分布的，加上z−轴

电场后，显然对于|Y1±1|2这两个情况，简并性并没有解除。

2) 波函数一级近似，能量二级近似

在一些情况下，由于选择定则的约束，第n能级各简并态之间的矩阵元都非常小(甚至为零)，这种情况

下，我们需要作进一步近似，考虑子空间之外的矩阵元H ′
m,nν。上面我们推导是曾经得到两个方程，其中第

二个是考虑子空间外的修正 (
En − E(0)

m

)
Cm =

∑
ν

H ′
m,nνCnν +

∑
k ̸=n

H ′
mkCk

9
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因为Cm =
⟨
m(0)|n

⟩
是一个小量，保留到一级小量，上式可以写成(

E(0)
n − E(0)

m

)
Cm =

∑
ν

H ′
m,nνCnν

Cm =
∑
ν

H ′
m,nν(

E
(0)
n − E

(0)
m

)Cnν

再加上子空间内的修正 (
En − E(0)

n

)
Cnµ =

∑
ν

H ′
nµ,nνCnν +

∑
m ̸=n

H ′
nµ,mCm

(
En − E(0)

n

)
Cnµ =

∑
ν

H ′
nµ,nνCnν +

∑
m ̸=n

∑
ν

H ′
nµ,m

H ′
m,nν(

E
(0)
n − E

(0)
m

)Cnν

∑
ν

Cnν


H ′

nµ,nν +
∑
m ̸=n

H ′
nµ,mH

′
m,nν(

E
(0)
n − E

(0)
m

)
− δµν

(
En − E(0)

n

) = 0

这时，波函数表示为

|n⟩ =
∑
ν

Cnν

∣∣∣(nν)(0)⟩+
∑
m ̸=n

∑
ν

H ′
m,nν(

E
(0)
n − E

(0)
m

)Cnν

∣∣∣m(0)
⟩

Example 4: 转动惯量为I、电偶极矩为D的空间转子绕固定点o转动，体系的Hamiltonian为H0 = L2

2I，

如果z方向存在均匀弱电场ε，电偶极矩同电场的作用H ′ = −D⃗ · ε⃗ = −Dε cos θ可视为微扰，计算能量的二级

近似。

解：对于H0，可知

E
(0)
l =

l (l + 1) ~2

2I
ψ
(0)
lm = Ylm

所以定态能量E
(0)
l 是(2l + 1)重简并的，对应于m = 0,±1, ...,±l。

我们先计算能量的一级近似，利用公式

cos θYlm =

√
(l + 1)

2 −m2

(2l + 1) (2l + 3)
Yl+1m +

√
l2 −m2

(2l − 1) (2l + 1)
Yl−1m

因为H ′与φ无关，所以m保持不变。选择定则给出约束条件∆m = 0，∆l = ±1。简并子空间内矩阵

元H ′
µν = ⟨lµ|H ′|lν⟩ ≡ 0，(µ, ν = 0,±1, ...,±l)。代入能量一级近似可知，E(1)

l = 0。表明在一级近似下，能

级不发生分裂，需要进一步考虑能量的二级修正。

代入二级近似公式，

∑
ν

Clν


H ′

lµ,lν +
∑
k ̸=l

H ′
lµ,kH

′
k,lν(

E
(0)
l − E

(0)
l

)
− δµν

(
El − E

(0)
l

) = 0

El − E
(0)
l = E

(2)
l =

∑
k ̸=l

H ′
lν,kH

′
k,lν(

E
(0)
l − E

(0)
k

) =
∑
k ̸=l

∣∣∣H ′
lν,k

∣∣∣2(
E

(0)
l − E

(0)
k

)
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指标ν的存在表明了微扰造成的跃迁只能在相同的m间进行，所以问题实际上退化为一系列的非简并二级微

扰情况，得到

H ′
lk = ⟨lm|H ′|km⟩ = −Dε ⟨lm| cos θ|km⟩

= −Dε

√ l2 −m2

(2l − 1) (2l + 1)
δl−1,k +

√
(l + 1)

2 −m2

(2l + 1) (2l + 3)
δl+1,k



E
(2)
l =

∑
k ̸=l

∣∣∣H ′
lν,k

∣∣∣2(
E

(0)
l − E

(0)
k

) =
D2ε2I

(2l + 1) ~2

[
l2 −m2

(2l − 1) l
− (l + 1)

2 −m2

(2l + 3) (l + 1)

]

最后要注意到m的限制条件，上面的公式本来要求m ≤ l − 1，但m = l时，公式中第一项实际为0，因此可

以推广到m ≤ l。

9.2 变变变分分分法法法

另外一种常用近似方法为变分法，前面已经作过介绍。现在我们再稍作探讨。书上讲到了(自己看)变分原理

与薛定谔方程是等价的。实际上这类似于Newton力学和Lagrange的做法是一致的。

变分方法求基态波函数和能量的具体步骤：

1) 提出归一化的试探解ψ (c1, c2, ...)。不同的试探波函数得到的结果是不同的，所以能够找出尽量接近真

实情况的试探波函数是这个方法的本质所在；试探波函数的选择要靠对物理的分析和经验。

2) 计算在该试探波函数下的能量平均值⟨H⟩；

3) 对⟨H⟩求极值确定变分参数。
∑

i
∂
∂ci

⟨H⟩ δci = 0，即要求 ∂
∂ci

⟨H⟩ = 0。这是变分参数ci满足的方程

组，解方程组得到变分参数ci的值；

4) 代回试探波函数和能量平均值即得到基态的波函数和能量。

应当指出的是，变分法给出的基态能量总是大于等于真实的基态能量，波函数一般也只是接近真实的基

态波函数，除非在一些简单情况下，我们能够很好地猜出真实的波函数形式。另外，这种方法一般用来计

算基态，低激发态也可以应用，但是要复杂得多，主要在于构造波函数要满足正交性。

一般情况下，我们无法给出解析表达式，这时，当然仍然可以利用数值计算求⟨H⟩的变分。不过实际计

算中，我们一般直接找⟨H⟩的最小值。在零温下，⟨H⟩就是自由能，因此利用了自由能最小原理，或者说变

分方法就是自由能最低原理。

Example 5: 质量为m的粒子在一维势场V (x) =

 ∞ x < 0

Gx x > 0
中运动，其中G > 0 。假定有如下试

探波函数，应该选取哪个？利用变分法计算基态能量。a) x + λx2，b) e−λx2

，c) xe−λx，d) sinλx，e)

λ3/2xe−λ2x2

。

解：选择试探波函数首先要满足基本物理条件，此问题中，显然有x = 0时，ψ (0) = 0，此外ψ (∞) =

0，因此上述a), b), d)均不满足这些条件，而c)和e)满足上述条件，可以考虑作为试探波函数，下面分别求

解。

c) 设试探波函数为ψ (x) = Axe−λx，先做波函数的归一得到A = 2λ3/2

A2

∫ ∞

0

x2e−2λxdx = 1 = A2 1

4λ3

11
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能量平均值

⟨H⟩ = −~2A2

2m

∫ ∞

0

xe−λx d2

dx2
(
xe−λx

)
dx+A2

∫ ∞

0

Gx3e−2λxdx

= −~2A2

2m

(
− 1

2λ
+

2

8λ

)
+A2 6

(2λ)
4 =

~2λ2

2m
+

3G

2λ

变分求极值确定变分参数

∂ ⟨H⟩
∂λ

=
~2λ
m

− 3G

2λ2
= 0 =⇒ λ =

(
3Gm

2~2

)1/3

代回得到基态能量和波函数分别为

E0 =
~2

2m

(
3Gm

2~2

)2/3

+
3G

2

(
2~2

3Gm

)1/3

=
3

2

(
9G2~2

4m

)1/3

ψ0 (x) = 2

(
3Gm

2~2

)1/2

exp

(
−
(
3Gm

2~2

)1/3

x

)

e) 对于试探波函数Aλ3/2xe−λ2x2

做同样的处理

1 = A2λ3
∫ ∞

0

x2e−2λ2x2

dx =
A2

√
π

8
√
2

=⇒ A2 =
8
√
2√
π

⟨H⟩ = −~2A2λ3

2m

∫ ∞

0

xe−λ2x2 d2

dx2

(
xe−λ2x2

)
dx+A2λ3G

∫ ∞

0

x3e−2λ2x2

dx

= −~2A2λ3

2m

∫ ∞

0

(
−6λ2x2e−2λ2x2

+ 4λ4x4e−2λ2x2
)
dx+A2λ3G

∫ ∞

0

x3e−2λ2x2

dx

= −~2A2λ3

2m

[
−6λ2

√
π

8
√
2λ3

+ 4λ4
3
√
π

32
√
2λ5

]
+A2λ3G

1

8λ4

=
~2A2

2m

3
√
π

8
√
2
λ2 +A2G

1

8λ

∂ ⟨H⟩
∂λ

=
~2A2

m

3
√
π

8
√
2
λ−A2G

1

8λ2
= 0 =⇒ λ =

(√
2Gm

3
√
π~2

)1/3

E0 =
3~2

2m

(√
2Gm

3
√
π~2

)2/3

+

√
2

π
G

(
3
√
π~2√

2Gm

)1/3

=

(
81G2~2

4πm

)1/3

<
3

2

(
9G2~2

4m

)1/3

可见，e)选择的试探波函数要比c)能量更低，更接近真实的基态。

计算过程中利用了基本公式∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

∫ ∞

0

x2e−x2

dx =

√
π

4

本章拟用时6 (3× 2)课时
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