
第第第十十十章章章量量量子子子跃跃跃迁迁迁

我们从一般的Schröņdinger方程出发，来讨论量子跃迁问题。实质上，是研究量子态随时间的演化过

程。

10.1 量量量子子子态态态随随随时时时间间间的的的演演演化化化

我们知道量子态随时间的演化可以用Schröndinger方程来描述

i~
∂

∂t
|ψ (t)⟩ = Ĥ (t) |ψ (t)⟩

如果Ĥ不含时，就可以得到

d |ψ (t)⟩
|ψ (t)⟩

= − i

~
Ĥdt =⇒ |ψ (t)⟩ = e−iĤt/~ |ψ (0)⟩ = Û (t) |ψ (0)⟩

其中Û (t) = e−iĤt/~，是描述量子态随时间演化的算符。

正因为Ĥ不含时，所以它是个守恒量，能量表象是个好的选择，假定对应的态矢是{|ψn⟩}。初始时

刻，一个量子态处于各种可能的能量本征态，表示为|ψk⟩的线性叠加，

|ψ (0)⟩ =
∑
n

an |ψn⟩ an = ⟨ψn|ψ (0)⟩

任意时刻的量子态可以表示为

|ψ (t)⟩ = Û (t) |ψ (0)⟩ = Û (t)
∑
n

an |ψn⟩ =
∑
n

anÛ (t)n |ψn⟩

=
∑
n

ane
−iĤt/~ |ψn⟩ =

∑
n

ane
−iEnt/~ |ψn⟩

这表明此量子态所含各能量本征态的成分不随时间变化，
∣∣ane−iEnt/~

∣∣2 ≡ |an|2，当然本质原因是能量守

恒。

特别情况，当初始时刻量子态刚好处于某个确定的能量本征态|ψk⟩上，则

|ψ (t)⟩ = e−iEkt/~ |ψk⟩

系统将保持在原来的能量本征态上。这种量子态称为定态，否则称为非定态。从上面的讨论中可以看

出，如果初始时刻，量子态不包含某个能量本征态的成分，则以后也不会有这个本征态的成分。

这类问题在前面内容的学习中已经多次处理过，这里只是简单地再提一下。
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10.2 量量量子子子跃跃跃迁迁迁几几几率率率– 含含含时时时微微微扰扰扰论论论

前面我们讲了如果H与时间无关，量子态是定态，也就是说，不存在各个定态之间的跃迁。进一步研究

这个问题，如果H与时间有关，各定态之间会发生什么情况呢？我们现在来研究在某种外界扰动下，体

系在不同定态之间的跃迁问题。假定系统Hamiltonian可以写成

Ĥ (t) = Ĥ0 + Ĥ ′ (t) Ĥ ′ (t) =

 H ′ t > t0

0 t < t0

也就是说，在无外界相互作用的时候，体系Hamiltonian为不含时的Ĥ0，在某个时刻开始加上一个扰

动Ĥ ′ (t)。

t < t0时是定态问题，系统处于Ĥ0本征态|ψk⟩上，

Ĥ0 |ψn⟩ = En |ψn⟩ |ψk (t)⟩ = e−iEkt/~ |ψk⟩ (t < t0)

当t > t0时，由于H与时间有关，所以体系的能量不再是守恒量，其空间几率分布一般也将随时间变化，

也就是说会发生定态之间的跃迁。选择的H0本征函数组
{
e−iEnt/~ |ψn⟩

}
作为展开的基矢(这个假定隐含

了H和H0处于相同的Hilbert空间)，即

|ψ (t)⟩ =
∑
n

Cnk (t) e
−iEnt/~ |ψn⟩ Cnk (t) = ⟨ψn|ψ (t)⟩

我们增加k的指标是为了表明扰动之前是处在|ψk⟩这个本征态上，出现跃迁是从Ek这个能级上跃迁出来

的。

按照统计诠释，t时刻测量力学量F，得到Fn的几率应该为

Pnk (t) = |Cnk (t)|2 = |⟨ψn|ψ (t)⟩|2

或者说量子态处在|ψn⟩的几率。这表示量子态从|ψk⟩跃迁到|ψn⟩的几率，即所谓的跃迁几率。进而定义

跃迁速率

wnk =
d

dt
Pnk (t) =

d

dt
|Cnk (t)|2

因此现在问题简化为在给定初始条件Cnk (t0) = δnk下求解Cnk (t)。

Schröņdinger方程

i~
∂

∂t
|ψ (t)⟩ = Ĥ (t) |ψ (t)⟩

∑
n

dCnk (t)

dt
e−iEnt/~ |ψn⟩+

∑
n

(
−iEn

~

)
Cnk (t) e

−iEnt/~ |ψn⟩

=
1

i~

[∑
n

EnCnk (t) e
−iEnt/~ |ψn⟩+

∑
n

Cnk (t) e
−iEnt/~H ′ |ψn⟩

]

得到 ∑
n

Ċnk (t) e
−iEnt/~ |ψn⟩ =

1

i~
∑
n

Cnk (t) e
−iEnt/~H ′ |ψn⟩

左乘⟨ψm| ∑
n

Ċnk (t) e
−iEnt/~ ⟨ψm|ψn⟩ =

1

i~
∑
n

Cnk (t) e
−iEnt/~ ⟨ψm|H ′|ψn⟩
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Ċmk (t) =
1

i~
∑
n

Cnk (t) e
i(Em−En)t/~ ⟨ψm|H ′|ψn⟩ =

1

i~
∑
n

Cnk (t) e
iωmntH ′

mn

其中ωmn = (Em − En) /~，H ′
mn = ⟨ψm|H ′|ψn⟩ = ⟨m|H ′|n⟩。

对于一般的H ′ (t)，上述方程组仍然是不容易求解的。但对于较小的H ′(H ′ ≪ H0)，|Cnk (t)|2随时间

变化缓慢，体系仍然有很大的几率停留在原来的|ψk⟩态上，这时候的量子跃迁可以用微扰的办法来求

解。

一级含时微扰论 H ′ ≪ H0

上面公式右边保留到一级小量，即等式右边中的Cnk (t)取零级近似(H ′ = 0)

C
(0)
nk (t) = const = C

(0)
nk (0) = δnk

代入

Ċmk (t) =
1

i~
∑
n

C
(0)
nk (t) eiωmntH ′

mn =
1

i~
eiωmktH ′

mk

即

Cmk (t)− Cmk (t0) =
1

i~

∫ t

t0

eiωmktH ′
mkdt

Cmk (t) = δmk +
1

i~

∫ t

t0

eiωmktH ′
mkdt = C

(0)
mk (t) + C

(1)
mk (t)

其中

C
(1)
mk (t) =

1

i~

∫ t

t0

eiωmktH ′
mkdt

称为体系从态|k⟩到|m⟩的跃迁振幅，因为对于跃迁几率而言，m ̸= k

Pmk (t) =
∣∣∣C(1)

mk (t)
∣∣∣2 =

1

~2

∣∣∣∣∫ t

t0

eiωmktH ′
mkdt

∣∣∣∣2
可见跃迁几率与初态、末态以及微扰矩阵元有关，如果H ′具有某种对称性，导致H ′

mk = 0，则Pmk =

0。因此在一级微扰近似下，不允许从态|k⟩跃迁到|m⟩，这就是所谓的选选选择择择定定定则则则(selection rule)。

如果体系初始时刻处在非定态(混合态)，表示为{pk, |k⟩}，即以pk的几率处在|k⟩态上，那么向

态|m⟩跃迁的几率就应该包括所有的|k⟩ (k ̸= n)态，总的跃迁几率为

Pm (t) =
∑
k

pkPmk (t)

10.3 几几几种种种常常常见见见含含含时时时微微微扰扰扰的的的一一一阶阶阶近近近似似似计计计算算算

1. 常常常微微微扰扰扰

我们假定微扰作用只在一段时间内起作用，H0可严格解，H
′ (t) =

 H ′ 0 < t ≤ T

0 t > T , T < 0
，或者用阶

梯函数描述为H ′ (t) = H ′ [θ (t)− θ (t− T )]，其中θ (t)为阶梯函数，定义为θ (t) =

 0 t < 0

1 t > 0
。我们

来考察从|k⟩态跃迁到|m⟩的跃迁几率。

H ′
mk = ⟨m|H ′|k⟩
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Figure 1: 图1

C
(1)
mk (t) =

1

i~

∫ t

−∞
eiωmkt

′
H ′

mk (t
′) dt′ = − 1

~ωmk

∫ t

−∞
eiωmkt

′
H ′

mk (t
′) d (iωmkt

′)

= −e
iωmktH ′

mk (t)

~ωmk
+

∫ t

−∞

eiωmkt
′

~ωmk

∂H ′
mk (t

′)

∂t
dt′

当t < 0，H ′ (t) = 0，不发生跃迁。此时实际上还没有加上微扰，量子态随时间的演化只是一个非定

态的不含时问题，各成分保持不变。从另一个角度也可以理解为跃迁出去多少，从所有别的态跃迁回来

也是多少。

当0 < t < T，

C
(1)
mk (t) = −e

iωmktH ′
mk (t)

~ωmk
+

∫ t

−∞

eiωmkt
′

~ωmk

∂H ′
mk (t

′)

∂t′
dt′

这是一个动态的过程，跃迁仍在进行中。

当t > T，上式中第一项为零

C
(1)
mk (t) =

∫ t

−∞

eiωmkt
′

~ωmk

∂H ′
mk (t

′)

∂t′
dt′ =

∫ t

−∞

eiωmkt
′

~ωmk
H ′

mk [δ (t
′)− δ (t′ − T )] dt′

=
H ′

mk

~ωmk

(
1− eiωmkT

)
因此跃迁几率为

Pmk (t) =
|H ′

mk|
2

~2ω2
mk

∣∣1− eiωmkT
∣∣2 =

|H ′
mk|

2

~2
sin2 (ωmkT/2)

(ωmk/2)
2

我们看到跃迁几率与时间无关，跃迁动态过程已经结束。上式中 sin2(ωmkT/2)

(ωmk/2)
2 随ωmk变化的图像如图

1所示。当微扰作用的时间间隔T足够长，ωmkT ≫ 1，Pmk (t) (t > T )只在一个窄范围内不为零。由公式

lim
x−→∞

sin2 αx

x2
= παδ (x)
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得到

Pmk (t) =
|H ′

mk|
2

~2
πTδ (ωmk/2) =

2πT

~
|H ′

mk|
2
δ (Em − Ek)

跃迁速率(单位时间的跃迁几率)

wmk (t) =
2π

~
|H ′

mk|
2
δ (Em − Ek)

上式中δ (Em − Ek)表示能量守恒，|H ′
mk|代表在态|m⟩和|k⟩之间的微扰强度，同时我们要提醒大家的是

能够用一级微扰的条件是|H ′
mk| ≪ |Em − Ek|。δ函数存在说明，在足够遥远的过去和将来均被撤除，并

且在扰动期间微扰的变化十分缓慢时，所有改变能量的跃迁几率均趋于零。同时也说明，在足够缓慢地

加上和撤除这种绝热微扰下，处于无简并定态下的系统将仍留在该态上。

对于连续态跃迁而言，实际上末态应该是在Em附近的一个小范围内所有态的跃迁几率之和，引入态

密度ρ (Em)，则在末态附近的小范围内的末态数为ρ (Em) dEm，

w =

∫
dEmρ (Em)wmk =

∫
dEmρ (Em)

2π

~
|H ′

mk|
2
δ (Em − Ek) =

2π

~
ρ (Ek) |H ′

mk|
2

这就是所谓的黄金规则(Golden Rule)。

2. Sudden及及及不不不撤撤撤除除除微微微扰扰扰

现在来考虑这类的微扰：H ′ (−∞) = 0，H ′(+∞) =有限。换句话说，微扰加上之后就一直持续下去

不撤除。这当然也包括了在某个时刻突然加在系统上并一直不变地持续下去的所谓Sudden微扰这一特殊

情况。

这时，上节的基本公式不适用，因为在t = +∞处，H ′(+∞)不为零，积分在上限急剧振荡而不定。

但这种不定性从物理上看是很清楚的，从数学上看是可以绕过的。为了看到这一点，对C
(1)
mk (t)施分部积

分(假定m ̸= k)：

C
(1)
mk (t) = −e

iωmktH ′
mk (t)

~ωmk
+

∫ t

−∞

eiωmkt
′

~ωmk

∂H ′
mk (t

′)

∂t′
dt′

即

|ψ (t)⟩ =
∑
m

Cmk (t) e
−iEmt/~ |m⟩ =

∑
m

(
C

(0)
mk (t) + C

(1)
mk (t)

)
e−iEmt/~ |m⟩

=
∑
m

(
δmk − eiωmktH ′

mk (t)

~ωmk
+

∫ t

−∞

eiωmkt
′

~ωmk

∂H ′
mk (t

′)

∂t′
dt′

)
|m⟩ e−iEmt/~

=

(
|k⟩+

∑
m

′ H ′
mk

Ek − Em
|m⟩

)
e−iEkt/~ −

∑
m

′ e
−iEmt/~

Ek − Em

∫ t

−∞

∂H ′
mk (t

′)

∂t′
eiωmkt

′
dt′|m⟩

这里右边第一项是H ′(趋于无限将来也不为零的恒定部分)扰动所造成的对原先|k⟩态的一级修正，是个一

级定态微扰修正，它只涉及t→ +∞时，H = H0 +H ′ (+∞)本征态的一级近似表示，描述了原先|k⟩态变

形，并不涉及态之间的量子跃迁。决定量子跃迁的是第二项，它前面的系数是含时的。即在此类扰动

下，由|k⟩ → |m⟩的跃迁几率

Pmk (+∞) =
1

(Ek − Em)
2

∣∣∣∣∫ +∞

−∞

∂H ′
mk (t

′)

∂t′
eiωmkt

′
dt′
∣∣∣∣2

对于t = 0时刻突然加上的常微扰H ′ (t) = θ (t)W，即Sudden微扰情况，有

∂H ′
mk (t

′)

∂t′
=Wδ (t)
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Pmk (+∞) =
|Wmk|2

(Ek − Em)
2

以上是在H的本征态不好求，只能使用H0的的本征态展开的情况，于是跃迁也就是在H0的基矢之间进

行。

特别的情况，当H的本征态可求的时候，这种跃迁有可能体现为两套基矢(H0的和H的)之间的跃迁，

这正是我们前面习题课讲的突变问题。为了方便标记，我们假定在H0表象中的态为
∣∣k(0)⟩，H表象中的

态为|k⟩，则从H0的态
∣∣k(0)⟩跃迁到H的态|m⟩的几率为

Pmk =
∣∣∣⟨m|k(0)

⟩∣∣∣2
此时我们并不要求微扰。这个问题的关键点是在突变时，波函数并不马上发生变化，因此原来的波函数

可以用新的基矢展开。

10.4 光光光辐辐辐射射射的的的半半半量量量子子子理理理论论论

众所周知，我们对原子结构的了解主要来自光(辐射)和原子之间存在相互作用的研究，通过原子在光照

射下从低能级向高能级跃迁(吸收)或者从高能级跃迁到低能级而放出一定频率的光子(受激辐射)，还包

括原子本来处在激发能级，即使没有光照射也可能通过跃迁到低能级而发射光子(自发辐射)，我们可以

了解到原子的能级情况。原子光谱线的两个基本参量– 频率和相对强度，分别表征了初末态能量差和跃

迁速率。因此光与物质的相互作用不仅影响着光辐射的传播，更导致光辐射被物质的发射和吸收。经典

理论(Maxwell equation)能够成功描述了光辐射的传播，但无法正确描述光的吸收和发射。这也正是量子

理论的成就之一：能够正确全面地描述光和物质的相互作用，特别是相互作用所导致的光的发射和吸

收。

光辐射和物质相互作用的严格处理应当从统一的量子化观点处理相互作用着的双方：电磁场和物质

原子。就是说，原子(及其中的电子) 遵从Schrödinger方程，电磁场也是被量子化了的，即量子电动力学

的辐射理论。尽管这个理论本身还存在不少带根本性的问题，但可以说，它是人类迄今为止建立的最成

功、最精确的物理理论。当然这个内容非常复杂，超出了本课程的内容。

这里只给出半量子半经典的处理方法。这个理论的实质是对物质中的原子、分子、电子采用量子观

点，但对辐射场采用经典电磁波观点，即量子力学中的原子(及原子中的各层电子)在经典电磁场的强迫

振动下，产生能级之间的量子跃迁，与此同时便产生出光子或吸收(湮灭)着光子。用半量子理论能够给

出光辐射和物质相互作用的正确结果，给出产生的或湮灭的光子的能量、强度和偏振(极化)状态，并成

为以后全量子理论的正确的出发点。当然由于它的不彻底性，不能解释处于激发态原子的自发辐射问题

以及强辐射场中的多光子过程问题等。关于自发辐射问题，爱因斯坦曾依据热力学平衡的一般观念，半

唯象地但却是普适地处理了自发辐射和受激辐射之间的关系。

现在我们假定入射光为平面单色波，其电磁场的强度分别为

E = E0 cos (ωt− k · r) B = k×E/ |k|

原子中电子的速度v量级的估算：原子能级的量级是eV，所以动能也是eV的量级，速度的量级

为106m/s，即v ≪ c。因此磁场对电子的作用与电场对电子的作用比要小得多，可以忽略磁场的作用(此

6
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Figure 2: 图1

处我们未考虑磁场对电子自旋的作用，这个问题会单独讲)∣∣ e
cv ×B

∣∣
|eE|

∼ v

c
≪ 1

另外，由于电磁波的波长(10−7m)要远大于原子的尺度(10−10m)，所以在电子运动的区域我们可以进一

步忽略空间的起伏，取平均值，即认为电场是均匀的，当然这个电场随时间在振荡，因此电势可以取为

ϕ = −E · r+ ϕ0

在适当的规范下，ϕ0 = 0，所以由于光照引起的扰动Hamiltonian可以简单写为

H ′ = −eϕ = −eE · r = −eE0 · r cosωt = D ·E0 cosωt

其中D = −er是电偶极矩。因此这种处理也称为电电电偶偶偶极极极矩矩矩近近近似似似。令W = D ·E0

计算微扰作用矩阵元，假定初态为|i⟩，终态为|f⟩，对应的能级分别为Ei和Ef，ωfi = (Ef − Ei) /~，

则一级含时微扰的结果为(取开始加上光照的时间为0)

C
(1)
fi (t) =

1

i~

∫ t

0

eiωfitH ′
fidt =

Wfi

2i~

∫ t

0

eiωfit
′
(
eiωt′ + e−iωt′

)
dt′

=
Wfi

2i~

[
ei(ωfi+ω)t − 1

i (ωfi + ω)
+
ei(ωfi−ω)t − 1

i (ωfi − ω)

]
= −Wfi

2~

[
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
+
ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω

]
其中Wfi = ⟨f |W |i⟩。这样的形式以后高量还会多次碰到，只有当ω = |ωfi|的时候(注ω总是大于零的，

但ωfi可以大于零，也可以小于零)，上式结果才有明显贡献，否则，可以认为是零。上式右边两个式子

分别对应了光受激辐射和光吸收的情况。

1. 光光光吸吸吸收收收
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Chapter VIII

原子在光照射下从低能级向高能级跃迁，吸收光子，ωfi > 0，

C
(1)
fi (t) = −Wfi

2~
ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω

对应的跃迁几率为

Pfi (t) =
∣∣∣C(1)

fi (t)
∣∣∣2 =

|Wfi|2

4~2

[
ei(ωfi−ω)t − 1

] [
e−i(ωfi−ω)t − 1

]
(ωfi − ω)

2

=
|Wfi|2

4~2

[
2− ei(ωfi−ω)t − e−i(ωfi−ω)t

]
(ωfi − ω)

2 =
|Wfi|2

4~2
sin2 [(ωfi − ω) t/2]

[(ωfi − ω) /2]
2

当t足够大(t→ ∞)，由公式

lim
α→∞

sin2 αx

παx2
= δ (x)

lim
t→∞

sin2 [(ωfi − ω) t/2]

[(ωfi − ω) /2]
2 = πtδ [(ωfi − ω) /2] = 2πtδ (ωfi − ω)

得到

Pfi (t→ ∞) =
πt

2~2
|Wfi|2 δ (ωfi − ω)

跃迁速率

wfi =
π

2~2
|Wfi|2 δ (ωfi − ω) =

π

2~2
∣∣∣(D ·E0)fi

∣∣∣2 δ (ωfi − ω)

=
π

2~2
|Dfi|2E2

0 cos
2 θδ (ωfi − ω)

其中，θ是D和E0的夹角，并且取E0方向为z方向。

讨论：1) 如果入射光是非偏振的，也就是说D和E0的夹角是随机的，cos2 θ可以用其平均值代替，⟨
cos2 θ

⟩
=

1

4π

∫
dΩcos2 θ =

1

4π

∫
dφ

∫ π

0

sin θdθ cos2 θ = 1/3

即

wfi =
π

6~2
|Dfi|2E2

0δ (ωfi − ω)

2) 事实上，完全单色的光是不存在的(即使是激光也并否绝对单色)，上式应该是对各种可能频率的积

分，因此需要知道各种频率的分布情况。我们引入态密度ρ (ω)，表征ω → ω + dω频率中单位频率间隔内

电磁场的平均能量，

ρ (ω) =
1

8π

⟨
E2 +B2

⟩
=

1

4π

⟨
E2
⟩
=

1

8π
E2

0 (ω)

因此

wfi =
8π2

6~2
|Dfi|2

∫
ρ (ω) δ (ωfi − ω) dω =

4π2

3~2
|Dfi|2 ρ (ωfi)

结果显示，跃迁速度的快慢正比于频率为ωfi的光强度。但如果没有这种频率的光，就不会发生相应能级

的跃迁(共振吸收)。另外一方面，跃迁的速率还与电偶极矩|Dfi|的平方成正比，或者进一步写成

wfi =
4π2e2

3~2
|rfi|2 ρ (ωfi)

则跃迁的速率与|rfi|2的平方成正比，能够跃迁的要求是矩阵元rfi不为零。由此我们可以得到在中心力

场中的选择定则。
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2. 选选选择择择定定定则则则

⟨f |r|i⟩ = ⟨nf lfmf |r|nilimi⟩

由于r是奇宇称的，要求终态|f⟩和初态|i⟩的宇称不同，否则积分为零。所以，首先电偶极跃迁要求保证

宇称发生改变。对于角动量部分，因为

x = r sin θ cosφ =
r

2
sin θ

(
eiφ + e−iφ

)
y = r sin θ sinφ =

r

2i
sin θ

(
eiφ − e−iφ

)
z = r cos θ

由公式

cos θYm =

√
(l + 1)

2 −m2

(2l + 1) (2l + 3)
Yl+1,m +

√
l2 −m2

(2l − 1) (2l + 1)
Yl−1,m

e±iφ sin θYm = ∓

√
(l ±m+ 1) (l ±m+ 2)

(2l + 1) (2l + 3)
Yl+1,m±1 ±

√
(l ±m+ 1) (l ±m+ 2)

(2l + 1) (2l + 3)
Yl+1,m±1

知道三个矩阵元不全为零的条件是

∆l = ±1 ∆m = 0,±1

即电偶极跃迁的选择定则为

宇称：改变 ∆l = ±1 ∆m = 0,±1

对于具体问题要具体分析，并不需要上面所有的条件，如D是沿着z方向的，那么要求的是∆m = 0，如

果D是沿着x或者y方向的，要求∆m = ±1。

3. 受受受激激激辐辐辐射射射

原子在光照射下从高能级向低能级跃迁，放出光子，ωfi < 0，这个完全与上面的叙述是一致的，只

是初末态交换一下而已。

4. 自自自发发发辐辐辐射射射

大家可以看一下书上的描述，只要知道自发辐射的选择定则与上述的结果是一致的。

本章拟用4 (2× 2) 课时
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