
第第第三三三章章章 力力力学学学量量量的的的表表表示示示和和和表表表象象象变变变换换换

前面我们已经提到了在量子力学中力学量应该用算符表示，这就是所谓的量子化(一次量子化)，

如在坐标空间中，动量算符 ˆ⃗p = −i~∇⃗x，动能算符T̂ = − ~2

2m∇2，位置算符ˆ⃗x = x⃗等，在动量空间

中，ˆ⃗x = i~∇⃗p， ˆ⃗p = p⃗，T̂ = p2

2m等。这里我们要强调的是量子力学中的算符必须与波函数相结合才有真

实意义。它包含了几个信息：1)算符表示了一种操作(operator)(运算)，必须有操作对象，这个对象就是波

函数，否则就无物理意义；2)选取不同的波函数表示(表象)，算符的表现形式是不同的，如坐标、动量表

象；3) 不同表象的物理实质是一样的，即力学量算符(可测量量)的平均值不变。

3.1 算算算符符符及及及其其其运运运算算算规规规则则则

1. Hilbert空空空间间间及及及其其其算算算符符符

所谓Hilbert空间，是定义在某个数域上的完备线性内积空间。我们知道波函数ψ是描述微观物理系统的运动

状态的，它所遵循的规律决定了我们应该用怎样的函数空间来描述微观系统。波函数的叠加原理说明ψ满足

线性叠加原理，因此我们可以用一个线性空间来描述。也就是说，一个系统在一定时刻的一切可以实现的

纯态的波函数ψn，来构成复数域上的一个线性空间，每一个纯态对应于线性空间的一个基矢。每一个混合

态对应于一个态矢量，即可以表示为基矢的线性叠加ψ =
∑

n cnψn，其中系数|cn|2是系统处于某个纯态（基

矢）的可能几率，这样的线性空间就是Hilbert空间。因此量子力学所表达的是一种统计规律，与力学量Â相

对应的是它的平均值，或者说是期待值

⟨Â⟩ = ⟨ψ|Â|ψ⟩
⟨ψ|ψ⟩

即平均值是ψ与Âψ的内积。定义内积为(ψ1, ψ2) = ⟨ψ1|ψ2⟩ =
∫
ψ∗
1ψ2dτ。我们看到，算符的作用是使波函

数ψ变成了另一个波函数ψ′。这也是为什么算符是”operator”。

我们以一维无限深势阱作为例子来说明这个概念。我们知道本征方程的解-本征波函数为ψn(x) =√
2
a sin nπx

a (n = 1, 2, ...)，这些本征函数就是基矢，它们共同构成的线性空间就是Hilbert空间。所谓线性

空间是与态的叠加原理相应的，因为这些本征（波）函数的线性组合也是本征方程的解。从某种程度上，

可以与坐标空间作类比。基矢是⃗i (x)，j⃗ (y)，k⃗ (z)，任何一个矢量总是可以表示为r⃗ = a1⃗i+ a2j⃗ + a3k⃗。只

是，这儿的基矢只有三个，而在量子力学中，基矢可能是无限多的的。可见，

1) Hilbert空间一般是无限维的，基矢之间必须是正交的，
∫
ψ∗
nψmdx = δmn；

2) 任何一个矢量(波函数)可以表示为基矢（本征波函数）的线性组合，基矢必须是完备的；

3) 定义内积(ψ1, ψ2) = ⟨ψ1|ψ2⟩ =
∫
ψ∗
1ψ2dτ。

应当注意到Hilbert空间与坐标空间是不同的。前者是所有可能状态的集合构成的，其基矢是波函数，当

然波函数可以用坐标表象来表示，但也可以是动量表象的。
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Chapter III Representations

2. 算算算符符符的的的运运运算算算规规规则则则

我们前面已经讲到了所有力学量都可以用算符表示，我们先讲一些算符的基本运算关系。

1) 算符之和：两个算符之和定义为

(Â+ B̂)ψ = Âψ + B̂ψ

再次注意到算符一定是作用在某个波函数上面，算符的运算满足加法的交换律和结合律

Â+ B̂ = B̂ + Â

Â+ (B̂ + Ĉ) = (Â+ B̂) + Ĉ

2) 算符之积：两个算符Â和B̂之积记为ÂB̂，定义为

ÂB̂ψ = Â(B̂ψ)

一般情况下，算符之积不满足交换律，即

ÂB̂ ̸= B̂Â

实际上算符的运算完全可以看成是矩阵的运算，因为后面会讲到算符可以用矩阵表示。当两个算符有共同

的本征函数时，它们是可以交换的。我们以具体的例子来进一步说明这个结果。

Example: 计算两个算符的交换差值：x̂p̂− p̂x̂，以及T̂ p̂− p̂T̂

采用坐标表象ψ(x)，这里我们再次强调，一定是选择某个表象，算符一定是作用在波函数上的，尽管这样的一个结

果与表象无关。

x̂p̂ψ = x(−i~ ∂

∂x
ψ) = −i~x ∂

∂x
ψ

p̂x̂ψ = −i~ ∂

∂x
(xψ) = −xi~ ∂

∂x
ψ − i~ψ

→ x̂p̂− p̂x̂ = i~

T̂ p̂ψ = − ~2

2m

∂2

∂x2
(−i~ ∂

∂x
ψ) =

i~3

2m

∂3

∂x3
ψ

p̂T̂ψ = −i~ ∂

∂x
(− ~2

2m

∂2

∂x2
ψ) =

i~3

2m

∂3

∂x3
ψ

→ T̂ p̂− p̂T̂ = 0

采用动量表象φ(p)

x̂p̂φ = i~ ∂
∂p

(pφ) = i~φ+ i~p ∂
∂p
φ

p̂x̂φ = p(i~ ∂
∂p
ψ) = i~p ∂

∂p
φ

→ x̂p̂− p̂x̂ = i~

T̂ p̂ψ =
p2

2m
(pφ) =

p3

2m
φ

p̂T̂ψ = p(
p2

2m
φ) =

p3

2m
φ

→ T̂ p̂− p̂T̂ = 0
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Chapter III Representations

我们可以看到交换律是否成立。另外，它们的差值不随表象而变化。自己证明

Êt̂− t̂Ê = i~

其中Ê = i~ ∂
∂t
，t̂ = t。

3) 算符的乘幂：定义算符Â的n次幂Ân为

Ân ≡ Â · Â...Â

3.2 对对对易易易关关关系系系

如果我们定义对易式

[A,B] = AB −BA

显然，上面结果表明[x̂, p̂] = i~，[T̂ , p̂] = 0，[Ê, t̂] = i~。如果[Â, B̂] = 0，我们说算符Â和B̂是对易的，否则

两者就是不对易的。对易式满足下面的重要恒等式：

[A,BC] = [A,B]C +B[A,C]

[AB,C] = A [B,C] + [A,C]B

对易关系在量子力学有着非常重要的地位，是量子力学的基本假定，这个我们前面介绍过。需要指出的是

对易式的结果与表象的选择无关，但是理解的时候必须选择某个表象，否则算符无意义。

从对易关系我们可以严格证明Heisenberg测不准关系。

Proof: 假定我们有[Ω̂1, Ω̂2] ̸= 0，可以证明

(∆Ω1)(∆Ω2) ≥
1

2
|⟨[Ω̂1, Ω̂2]⟩|

其中⟨Ω1⟩ =
∫
ψ∗Ω̂1ψd

3x为在某个态ψ中的平均值，∆Ω =

√
⟨(Ω̂− ⟨Ω⟩)2⟩是力学量Ω对应的算符Ω̂在态ψ中的均方根偏

差。

证：令Â = (Ω̂1 − ⟨Ω1⟩)，B̂ = (Ω̂2 − ⟨Ω2⟩)，则

(∆Ω1)
2 = ⟨(Ω̂− ⟨Ω⟩)2⟩ = ⟨Â2⟩ =

∫
ψ∗Â2ψd3x

=

∫
(ψ∗Â)(Âψ)d3x =

∫
(Âψ)∗(Âψ)d3x ≡ ∥Âψ∥2

其中∥Âψ∥2是态Âψ的模长。即

(∆Ω1) = ∥Âψ∥

同理，我们有

(∆Ω2) = ∥B̂ψ∥

又

[Â, B̂] = [Ω̂1 − ⟨Ω1⟩, Ω̂2 − ⟨Ω2⟩] = [Ω̂1, Ω̂2]

所以我们只要能够证明下式即可。

(∆Ω1)(∆Ω2) = ∥Âψ∥∥B̂ψ∥ ≥ 1

2
|⟨[Ω̂1, Ω̂2]⟩| =

1

2
|⟨[Â, B̂]⟩|
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即

∥Âψ∥ · ∥B̂ψ∥ ≥ 1

2
|⟨[Â, B̂]⟩|

由Cauchy-Schwarz不等式可知

|(ψ,φ)| ≤ ∥ψ∥ · ∥φ∥

可见

∥Âψ∥ · ∥B̂ψ∥ ≥ |(Âψ, B̂ψ)| = |
∫

(Âψ)∗(B̂ψ)d3x| = |
∫
ψ∗ÂB̂ψd3x|

因为

ÂB̂ =
1

2
(ÂB̂ + B̂Â) +

1

2
(ÂB̂ − B̂Â) =

1

2
[Â, B̂]+ +

1

2
[Â, B̂]

其中[Â, B̂]+ ≡ ÂB̂ + B̂Â是两个算符的反对易关系，显然有下面的关系满足

([Â, B̂]+)
+ = (ÂB̂ + B̂Â)+ = B̂+Â+ + Â+B̂+ = ÂB̂ + B̂Â = [Â, B̂]+

([Â, B̂])+ = (ÂB̂ − B̂Â)+ = B̂+Â+ − Â+B̂+ = B̂Â− ÂB̂ = −[Â, B̂]

即[Â, B̂]+是厄米不变的，而[Â, B̂]是厄米反号的，得到

(∆Ω1)(∆Ω2) ≥ |
∫
ψ∗(

1

2
[Â, B̂]+ +

1

2
[Â, B̂])ψd3x|

取右边包含反对易关系的第一项为实的(原因是上面说到的厄米不变)，包含对易关系的第二项为纯虚的(厄米反号)，而

因为对于任意实数，有

|a+ ib| =
√

|a|2 + |b|2

所以得到

(∆Ω1)(∆Ω2) ≥ |
∫
ψ∗(

1

2
[Â, B̂]+ +

1

2
[Â, B̂])ψd3x|

=
1

2
{|
∫
ψ∗[Â, B̂]+ψd

3x|2 + |
∫
ψ∗[Â, B̂]ψd3x|2}1/2

≥ 1

2
|
∫
ψ∗[Â, B̂]ψd3x|

=
1

2
|
∫
ψ∗[Ω̂1, Ω̂2]ψd

3x|

即

(∆Ω1)(∆Ω2) ≥
1

2
|⟨[Ω̂1, Ω̂2]⟩|

这个结果表明，只要两个算符不对易，在任何态中都不可能同时测得它们的准确值，本质原因是两者没有

共同的本征态。它们的量子涨落(测得值的均方根偏差)应当满足上述不等式。这就是广广广义义义的的的测测测不不不准准准原原原理理理。

具体到我们前面讲到的Heisenberg测不准关系，则有

(∆x)(∆p) ≥ 1

2
|⟨[x̂, p̂]⟩| = ~

2

(∆E)(∆t) ≥ 1

2
|⟨[Ê, t̂]⟩| = ~

2
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3.3 升升升降降降算算算符符符–一一一维维维谐谐谐振振振子子子的的的代代代数数数解解解

一维谐振子的本本本征征征方方方程程程: Ĥψ = Eψ

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2 =

~ω
2
[(

√
1

m~ω
p̂)2 + (

√
mω

~
x̂)2]

=
~ω
2
[−(

√
1

m~ω
~d
dx

)2 + (

√
mω

~
x̂)2]

ξ =

√
mω

~
x = αx α =

√
mω

~
d

dx
=

d

dξ

dξ

dx
=

√
mω

~
d

dξ
= α

d

dξ

Ĥ =
~ω
2
[−(

√
1

m~ω
~
√
mω

~
d

dξ
)2 + ξ2] =

~ω
2
[ξ2 − d2

dξ2
]

定义升升升降降降算算算符符符

Â =
1√
2
(

√
mω

~
x̂+ i

√
1

m~ω
p̂) =

1√
2
(ξ +

d

dξ
)

Â+ =
1√
2
(

√
mω

~
x̂− i

√
1

m~ω
p̂) =

1√
2
(ξ − d

dξ
)

ξ =
1√
2
(Â+ Â+)

d

dξ
=

1√
2
(Â− Â+)

H =
~ω
4
[(Â+ Â+)2 − (Â− Â+)2] =

~ω
2
(ÂÂ+ + Â+Â)

现在我们证明量量量子子子条条条件件件[Â, Â+] = 1

[Â, Â+] =
1

2
[

√
mω

~
x̂+ i

√
1

m~ω
p̂,

√
mω

~
x̂− i

√
1

m~ω
p̂]

=
1

2
[

√
mω

~
x̂,−i

√
1

m~ω
p̂] +

1

2
[i

√
1

m~ω
p̂,

√
mω

~
x̂]

=
−i
2

√
mω

~

√
1

m~ω
([x̂, p̂]− [p̂, x̂])

=
−i
2

√
mω

~

√
1

m~ω
2i~ ≡ 1

即

ÂÂ+ − Â+Â = 1 ÂÂ+ = Â+Â+ 1

Ĥ =
~ω
2
(2Â+Â+ 1) = ~ωÂ+Â+

~ω
2

定义

N̂ = Â+Â

则

N̂+ = (Â+Â)+ = Â+Â = N̂

又

⟨N̂⟩ = (ψ, N̂ψ) = (ψ, Â+Âψ) = (Âψ, Âψ) ≥ 0

所以N̂是正定厄米算符，实际上是粒子数算符。
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假定算符N̂的本征方程为：N̂ |ψn⟩ = n|ψn⟩。又[N̂ , Â] = [Â+Â, Â] = −Â，则

[N̂ , Â]|ψn⟩ = N̂Â|ψn⟩ − ÂN̂ |ψn⟩ = N̂Â|ψn⟩ − nÂ|ψn⟩ = −Â|ψn⟩.

也就是说：N̂Â|ψn⟩ = (n − 1)Â|ψn⟩，即Â|ψn⟩也是N̂的本征态，对应的本征值为(n − 1)。可见，从N̂的

某个本征态|ψn⟩出发，逐次应用，可得到的一系列本征态|ψn⟩,Â|ψn⟩,Â2|ψn⟩,...，相应的N̂的本征值分别

为n,n− 1,n− 2,...。所以称Â为降算符。同样的道理，可以证明N̂Â+|ψn⟩ = (n+ 1)Â|ψn⟩，即Â+也是Â的

本征态，相应的本征值为(n+ 1，所以称Â+为升算符。

基基基态态态能能能量量量和和和本本本征征征波波波函函函数数数：：：

由于⟨Â+Â⟩ ≥ 0，可见基态–最小能量

E0 =
~ω
2

这里我们再次看到基态能量不为零，静止的粒子是不存在的，存在零点能量。这一点从不确定关系可以看

出

∆x∆p ≥ ~
2

∆x ≥ ~
2∆p

∆E =
(∆p)2

2m
+

1

2
mω2(∆x)2 =

(∆p)2

2m
+

1

2
mω2 ~2

4

1

(∆p)2

=
1

2m
[(∆p− m~ω

2

1

∆p
)2 +m~ω] ≥ 1

2
~ω

基态波函数ψ(ξ)：基态，这意味着

Âψ0(ξ) = 0 =
1√
2
(ξ +

d

dξ
)ψ0(ξ)

dψ0(ξ)

dξ
= −ξψ0(ξ) =⇒ dψ0(ξ)

ψ0(ξ)
= −ξdξ

ψ0(ξ) = C0e
−ξ2/2

由归一化条件，注意：是x的积分，不是ξ的积分，两者不同(
∫
e−x2

dx =
√
π)：∫

ψ∗
0(x)ψ0(x)dx = 1 =⇒ C0 = (

mω

π~
)1/4

递递递推推推关关关系系系–激激激发发发态态态:

能量本征值(能量的量子化)

Ĥ = N̂~ω +
~ω
2

=⇒ En = n~ω +
~ω
2

(n = 0, 1, 2, ...)

递推关系

Â+ψn(ξ) −→ ψn+1(ξ)

Â+ψ0(ξ) =
1√
2
(ξ − d

dξ
)ψ0(ξ) =

C0√
2
(ξ − d

dξ
)e−ξ2/2

=
c0√
2
2ξe−ξ2/2 = C0(

1√
2
)(2ξ)e−ξ2/2

= C0(
1√
2
)H1(ξ)e

−ξ2/2 with H1(ξ) = 2ξ

6
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所以

ψ1(ξ) = C1H1(ξ)e
−ξ2/2

根据归一条件，我们有

1 =

∫
ψ∗
1(x)ψ1(x)dx =

1

α

∫
ψ∗
1(ξ)ψ1(ξ)dξ =

C2
1

α

∫
(H1(ξ)e

−ξ2/2)∗(H1(ξ)e
−ξ2/2)dξ

=
C2

1

α

2

C2
0

∫
(Â+ψ0(ξ))

∗(Â+ψ0(ξ))dξ =
C2

1

α

2

C2
0

∫
ψ∗
0(ξ)ÂÂ

+ψ0(ξ)dξ

=
C2

1

α

2

C2
0

∫
ψ∗
0(ξ)(Â

+Â+ 1)ψ0(ξ)dξ =
C2

1

α

2

C2
0

(1)

∫
ψ∗
0(ξ)ψ0(ξ)dξ = C2

1

2

C2
0

(1)

∫
ψ∗
0(x)ψ0(x)dx

C2
1 =

C2
0

2
=⇒ C1 =

C0√
2

(Â+)2ψ0(ξ) = Â+ψ1(ξ) = C0(
1√
2
)
1√
2
(ξ − d

dξ
)[(2ξ)e−ξ2/2]

= C0(
1√
2
)2[2(2ξ2 − 1)]e−ξ2/2

= C0(
1√
2
)2H2(ξ)e

−ξ2/2 with H2(ξ) = 2(2ξ2 − 1)

所以

ψ2(ξ) = C2H2(ξ)e
−ξ2/2

(Â+)nψ0(ξ) = C0(
1√
2
)nHn(ξ)e

−ξ2/2

即

ψn(ξ) = CnHn(ξ)e
−ξ2/2

其中是Hn(ξ)是n阶的厄米(Hermite)多项式。

e−ξ2/2Hn(ξ) = (ξ − d

dξ
)ne−ξ2/2

正交归一性 ∫ ∞

−∞
dξe−ξ2Hn(ξ)Hm(ξ) = δn,m2nn!

√
π

递推关系1:

dHn(ξ)

dξ
= 2nHn−1(ξ)

2ξHn(ξ) = Hn+1(ξ) + 2nHn−1

递推关系2:
d2Hn

dξ2
− 2ξ

dHn

dξ
+ 2nHn = 0

波函数

ψn(ξ) = CnHn(ξ)e
−ξ2/2 = cnHn(x)e

−α2x2/2

7
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归一化条件

1 =

∫ ∞

−∞
dxψ∗

n(x)ψm(x) = c2nδn,m2nn!
√
π/α

cn = (
1

2nn!
)1/2(

mω

~π
)1/4 = (

1

2nn!
)1/2C0

其中cn，和Hn均已经知道。

Âψn(ξ) =
1√
2
(ξ +

d

dξ
)ψn(ξ) =

1√
2
(ξ +

d

dξ
)CnHn(ξ)e

−ξ2/2

=
Cn√
2
(ξHn(ξ)e

−ξ2/2 +
dHn(ξ)

dξ
e−ξ2/2 +Hn(ξ)

de−ξ2/2

dξ
)

=
Cn√
2
(ξHn(ξ)e

−ξ2/2 +
dHn(ξ)

dξ
e−ξ2/2 − ξHn(ξ)

de−ξ2/2

dξ
e−ξ2/2)

=
Cn√
2

dHn(ξ)

dξ
e−ξ2/2 =

Cn√
2
2nHn−1(ξ)e

−ξ2/2

=
√
n
Cn

Cn−1

√
2nψn−1(ξ)

可见

Cn = Cn−1
1√
2n

同理得到，递推关系3

Âψn(ξ) =
√
nψn−1(ξ)

Â+ψn(ξ) =
√
n+ 1ψn+1(ξ)

Â+Âψn(ξ) = nψn(ξ)

这正是说明Â+Â = N̂，是粒子数算符。

一维谐振子的图像：见上一章的图。基态，DOS (density of state)集中于0点附近；激发态，DOS在边界

附近比较大。

3.4 量量量子子子力力力学学学中中中的的的常常常用用用算算算符符符

1. 线性算符

凡满足下述条件的算符Â，称为线性算符

Â(a1ψ1 + a2ψ2) = a1Âψ1 + a2Âψ2

其中，ψ1和ψ2是任意两个波函数，a1和a2是任意的复常数。力学量算符一定是线性算符，原因是要满足态

的线性叠加原理。但是，并否所有算符都是线性的，如时间反演算符。

2. 逆算符

线性算符Â，B̂，若有以下关系成立，

Âψ = ψ′ B̂ψ′ = ψ

8
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则Â和B̂互为逆算符

B̂ = Â−1 Â = B̂−1

由此可以推出

ÂÂ−1 = Â−1Â = Î (Â−1)−1 = Â

(λÂ)−1 =
1

λ
Â−1 (Â1Â2)

−1 = Â−1
2 Â−1

1

其中Î为单位算符。

3. 算符的复共轭，转置以及厄米共轭

所谓算符的复共轭Â∗是指把Â的表示式中所有的复量换成共轭复量，所以它是与表象相关的。如在坐标

表象中，p̂x = −i~ ∂
∂x =⇒ p̂∗x = i~ ∂

∂x = −p̂x。

算符Â的转置ÂT满足

(ψ, ÂTφ) = (φ∗, Âψ∗)∫
dτψ∗ÂTφ =

∫
dτφÂψ∗

如，可以证明在坐标表象中有p̂Tx = −p̂x成立。可以类比矩阵的运算，转置矩阵。所以有

(ÂB̂)T = B̂T ÂT

实际上以后我们会讲到波函数、算符的矩阵表示，这里先提一下，作为了解。

(c∗1, c
∗
2, ..., c

∗
n)


A11 A12 ... A1n

A21

...

An1 Ann



T

(d1, d2, ..., dn)
T = (d1, d2, ..., dn)


A11 A12 ... A1n

A21

...

An1 Ann

 (c∗1, c
∗
2, ..., c

∗
n)

T

算符Â的厄米共轭Â+定义为

(ψ, Â+φ) = (Âψ, φ)

实际上这里包含了复共轭+转置，即

(ψ, Â+φ) = (φ, Âψ)∗ −→ Â+ = (Â∗)T

厄米共轭算符满足下列关系

(Â+)+ = Â (Â+ B̂)+ = Â+ + B̂+

(λÂ)+ = λ∗Â+ (ÂB̂)+ = B̂+Â+

当Â+ = Â时称Â为自共轭算符，或称Â为厄厄厄米米米算算算符符符。即

(ψ, Âφ) = (Âψ, φ)

这是量子力学中最重要的一个算符，有以下几点性质：

9
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1) 厄米算符的本征值都是实数

Âψ = λψ

(ψ, λψ) = λ(ψ,ψ) = (ψ, Âψ) = (Âψ, ψ) = (λψ, ψ) = λ∗(ψ,ψ)

即λ = λ∗，所以本征值必为实数。这实际上是与下面讲到的表示力学量(可测量量)的算符都是厄米算符是直

接连在一起的，能够观测，必为实数。

2) 厄米算符相应于不同本征值的本征矢量必正交

Âψ1 = λ1ψ1 Âψ2 = λ2ψ2

(ψ2, Âψ1) = λ1(ψ2, ψ1)

(Âψ2, ψ1) = λ∗2(ψ2, ψ1) = λ2(ψ2, ψ1)

故

(λ1 − λ2)(ψ2, ψ1) = 0

因为λ1 ̸= λ2，所以只能

(ψ2, ψ1) ≡ 0

这就证明了不同本征值的本征矢量相互之间是正交的。

3) 表示力学量的算符都是线性厄米算符。厄米性是可观测的保证，线性性是线性叠加原理的要求。但是

并否所有的算符都是厄米算符，如时间反演算符。

4. 幺正算符

幺正算符的定义是：对任意两个波函数φ(x⃗)、ψ(x⃗)，算符Û满足下式

(Ûφ, Ûψ) = (φ,ψ)

而且Û算符有逆算符Û−1存在，使得Û Û−1 = Û−1Û = I，称这个Û为幺正算符。由于任一算符的厄米算符

是如下定义的：对任意φ、ψ，Â的厄米算符Â+被定义为

(φ, Âψ) = (Â+φ,ψ)

因此，上面的幺正算符Û的另一个等价的定义是：如果Û是幺正的，其充要条件是

Û Û+ = Û+Û = I

或者说

Û+ = Û−1

幺正算符的性质: 1) 幺正算符的逆算符是幺正算符；2) 两个幺正算符的乘积算符仍是幺正算符。

5. 算符的函数

10
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如果一个函数F (x)，其各阶导数均存在，幂级数收敛，

F (x) =
∞∑

n=0

F (n)(0)

n!
xn

则可定义算符Â的函数F (Â)为

F (Â) =
∞∑

n=0

F (n)(0)

n!
Ân

如F (x) = eαx，可定义

F (
d

dx
) = eα

d
dx =

∞∑
n=0

αn

n!
(
d

dx
)n

3.5 力力力学学学量量量用用用算算算符符符表表表示示示

1. 力学量F在某一状态下的期望值

⟨F ⟩ = (ψ, F̂ψ) = ⟨ψ|F̂ |ψ⟩

2. 力学量的本征值和本征态

假定系统处于某个量子态ϕ，当测量力学量F时，一般情况下，由于态的叠加原理，每次的测量值可能出

现不同的结果，各有一定的几率被测量到。对于多次测量完全相同的体系(系综)得到的值会趋于一个确定的

值–平均值。而每次测量的结果则是围绕平均值有一个涨落，定义为

⟨(∆F )2⟩ = ⟨(F̂ − ⟨F ⟩)2⟩ = (ϕ, (F̂ − ⟨F ⟩)2ϕ)

由于力学量算符是厄米算符，而平均值是实数，所以(F̂ − ⟨F ⟩)也是厄米算符，则

⟨(∆F )2⟩ = ((F̂ − ⟨F ⟩)ϕ, (F̂ − ⟨F ⟩)ϕ) ≥ 0

特殊情况下，⟨(∆F )2⟩ = 0，即测量结果是唯一确定的，称这种状态为力学量F的本征态，即满足

(F̂ − ⟨F ⟩)ϕ = 0

方面起见，⟨F ⟩改写成常数λ，并记这种特殊状态为ϕλ，则

F̂ ϕλ = λϕλ

我们称λ为F̂的一个本征值，ϕλ则是相应的本征态。上式也就是力学量算符F̂的本征方程。

3. 力学量在体系某一状态可能取值的几率分布

应该注意的是一个力学量算符的本征值一般不止一个，相应的本征态也不止一个，分别标记

为λn和ϕλn。所有的可能本征态共同构建了一个完备正交的基矢组{ϕλn}，这是我们前面讲Hilbert空间的时

候提到的。一个任意的态由这些基矢的线性组合构成，即

ψ(x, t) =
∑
n

Cn(t)ϕλn(x)

11
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其中系数Cn(t)由下式决定

Cn(t) = (ϕλn(x), ψ(x, t)) =

∫
ϕ∗λn

(x)ψ(x, t)dτ

因为

1 = (ψ(x, t), ψ(x, t)) =
∑
nm

Cn(t)C
∗
m(t)(ϕλm(x), ϕλn(x)) =

∑
n

|Cn(t)|2

表明了总几率一定是1。又

⟨F ⟩ = (ψ(x, t), F̂ψ(x, t)) =
∑
nm

Cn(t)C
∗
m(t)(ϕλm(x), F̂ ϕλn(x))

=
∑
nm

Cn(t)C
∗
m(t)λn(ϕλm(x), ϕλn(x))

=
∑
n

λn|Cn(t)|2

因此，|Cn(t)|2实际代表了测量到各个本征值的几率。

综合起来，有以下以下几点关于力学量的算符表示、本征值和本征函数

1) 力学量的期望值

Ā = ⟨A⟩ = (ψ, Âψ)/(ψ,ψ) = ⟨ψ|Â|ψ⟩/⟨ψ|ψ⟩

2) 力学量的所有本征值给出它所有可能的取值

Âψn = anψn

3)体系的任意一个微观状态的归一化波函数Φ都可以由力学量的Â本征函数集{ψn}展开，展开系数Cn给

出了状态所有取值的几率幅。

Φ =
∑
n

Cn(t)ψn(x)

Cn = (ψn(x),Φ(x, t))

Example：一维无限深势阱，粒子的波函数是Φ(x) = A cos πx
2a

+ A sin πx
a

+ A
4
cos 3πx

2a
，x ∈ [−a, a]，求能量的可能

取值和相应的几率。

V (x) = {
0 |x| < a

∞ |x| > a
.

解：我们前面讲过[0, a]的一维无限深势阱的波函数是A′ sin nπx
a
，因此对于现在对称的情况，波函数可以表示为

ψ′(x) = {
A′ sin nπ

2a
(x+ a) |x| < a

0 |x| > a
.

可见原来没有确定宇称的波函数变成了有确定的宇称，n = 0, 2, 4, ...，为偶函数，n = 1, 3, 5, ...，为奇函数。相应的能

量本征值为

En =
n2π2~2

2m(2a)2
=
n2π2~2

8ma2
n = 1, 2, 3, ...

则现在的波函数可以写成

Φ = Aψ′
1 −Aψ′

2 +
A

4
ψ′

3
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是基态、第一激发态、第二激发态的线性组合。根据前面讲得内容知道，“展开系数Cn给出了状态所取值的几率

幅”，可见粒子处于基态ψ′
1，即取能量值为E1 = π2~2

8ma2的几率为

P1 =
|A|2

|A|2 + |A|2 + |A
4
|2

=
16

33

同样，处于第一激发态，E2 = π2~2
2ma2的几率为

16
33
，处于第二激发态，E3 = 9π2~2

8ma2的几率为
1
33
。

3.6 两两两个个个力力力学学学量量量的的的共共共同同同本本本征征征函函函数数数

两两两个个个力力力学学学量量量算算算符符符相相相互互互对对对易易易是是是它它它们们们具具具有有有共共共同同同本本本征征征函函函数数数的的的充充充要要要条条条件件件。。。

1. 如果两个力学量算符有共同的本征函数，则它们必相互对易。

设力学量算符F̂，Ĝ有共同的本征函数{ϕn}，则有

F̂ ϕn = fnϕn Ĝϕn = gnϕn

因此

[F̂ , Ĝ]ϕn = (F̂ Ĝ− ĜF̂ )ϕn = (fngn − gnfn)ϕn ≡ 0

即[F̂ , Ĝ] = 0，F̂，Ĝ必相互对易。

进一步假定一个任意的波函数可以表示为ψ =
∑

n cnϕn，其中{ϕn}是一完备的正交基矢组，此时如

果[F̂ , Ĝ] = 0，严格讲应该是作用在任意波函数上，即[F̂ , Ĝ]ψ =
∑

n[F̂ , Ĝ]ϕn = 0。

2. 假定有正交完备的基矢组ϕn是F̂的本征函数，即有F̂ ϕn = fnϕn，如果[F̂ , Ĝ] = 0，有两种可能：

1) ϕn无简并，则

F̂ Ĝϕn = ĜF̂ϕn = fnĜϕn

可见新的波函数Ĝϕn仍然是F̂的本征函数，又因为无简并，故Ĝϕn = gnϕn(Ĝϕn → cnϕn cn → gn)。

2) ϕn简并，L重简并

F̂ ϕnj = fnϕnj j = 1, 2, 3, ..., L

假定ϕnj已经正交归一(必可以做到，见前面的论述)。一般情况下，ϕnj并不一定就是Ĝ的本征态，但因为

F̂ (Ĝϕnj) = ĜF̂ϕnj = fnĜϕnj

即Ĝϕnj仍然是F̂属于本征值fn的本征函数，因此

Ĝϕnj =
∑
i

gijϕni

其中gij = (ϕni, Ĝϕnj)。按照前面的说法，我们可以构建

φ =
∑
j

cjϕnj

显然，φ是F̂属于本征值fn的本征态，问题是这个新构建的波函数φ是否也是Ĝ的本征态？即

Ĝφ = g′φ

13
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下面证明：因

Ĝφ =
∑
j

cjĜϕnj =
∑
ij

cjgijϕni

g′φ = g′
∑
i

ciϕni

即如果

g′ci =
∑
j

gijcj

那么就可以证明了，即要求
L∑

j=1

(gij − g′δij)cj = 0

L个未知数，L个方程，cj是未知数，线性齐次方程，方程有解的条件是系数行列式

det |gij − g′δij | = 0

因为Ĝ+ = Ĝ，即gij = g∗ji，所以上述方程有L个实根，假定无重根，假定为gλ，代回线性方程组，得到对

应的一组解cλj，就得到相应的波函数为ϕnλ

ϕnλ =
L∑

j=1

cλjϕnj

这里的ϕnβ就是力学量F̂和Ĝ的共同本征函数。

F̂ ϕnλ = fnϕnλ

Ĝϕnλ = gλϕnλ

也就是说，如果[F̂ , Ĝ] = 0，则可以找到他们的共同本征函数。

Example: 一个二维的平面波，φ(p⃗) = A exp( i
~ p⃗ · r⃗) = A exp( i

~pxx) exp(
i
~pyy)，显然有[p̂x, p̂y] = 0，φ(p⃗)就是它们

的共同本征函数(动量表象)。从另外一个角度讲，我们必须要用p̂x和p̂y共同的本征函数φ(px, py)才能要完整地描述二维

的平面波。因为二维平面波有两个自由度，所以必须用两个彼此独立的力学量算符才能完整的描述它的状态。

3.7 力力力学学学量量量完完完全全全集集集

所谓力学量完全集是指：设有一组彼此独立又相互对易的厄米算符Â(Â1, Â2, Â3, ...)，它们的共同本

征函数记为ψα，α是一组量子数的笼统记号。如果给定α之后就能够确定体系的一个可能状态，则

称(Â1, Â2, Â3, ...)构成体系的一组力学量完全集。这里有弄明白几点：

1. 为什么需要一组力学量完全集合？

从前面的例子可以看出，一个系统可能有多个自由度，要完整地描述的状态，我们需要多个力学量，每

个自由度需要一个对应的力学量描述。

2. 一组力学量完全集怎样描述系统的状态？

14
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我们以二维无限深方势阱来作为例子：其波函数为ψnxny (x, y) = 2√
ab

sin nxπx
a sin

nyπy
b ，对应的能量

为Enxny = π2~2

2m (
n2
x

a2 +
n2
y

b2 )。对于二维运动，粒子有两个自由度，所以需要两个力学量。我们选择了两个力

学量x̂和ŷ来描述此系统，每个力学量分别对应了一个量子数nx和ny。

可见每一个力学量Âi对应一个量子数ni，或者说每个量子数ni对应了一个自由度，一组力学量完全

集(Â1, Â2, Â3, ...)对应的量子数组(n1, n2, n3, ...)描述了每一个自由度，即确定了系统的一个可能状态。

从这个角度讲，要描述一个量子体系，首先我们应该确定该系统有多少个自由度，每一个自由度选择一

个相应的力学量来描述，每一个力学量对应了一个量子数，一组量子数确定了系统的状态。例如同样对于

一个二维体系，如果粒子还具有自旋(如电子)，假定只考虑自旋朝上或者自旋朝下的，那么就需要三个自由

度，就需要新增一个力学量Ŝz，对应的量子数就是Sz，波函数就变成ψnxny+(x, y)和ψnxny−(x, y)。

3. 力学量完全集的特点：

1) 力学量完全集的共同本征函数系构成一个Hilbert空间；

2) 力学量完全集所包含的力学量数目等于量子数组所包含的量子数的数目，即体系的自由度；

3) 力学量完全集中所有的力学量可以同时测量。

3.8 几几几个个个基基基本本本的的的力力力学学学量量量算算算符符符

1. 坐标算符ˆ⃗x，在坐标表象里就是x⃗

(x⃗− x⃗0)δ(x⃗− x⃗0) = 0

ˆ⃗xδ(x⃗− x⃗0) = x⃗δ(x⃗− x⃗0)

正交归一性 ∫ ∞

−∞
δ(x⃗− x⃗0)δ(x⃗− x⃗′0)dx⃗ = δ(x⃗0 − x⃗′0)∫ ∞

−∞
δ(x⃗− x⃗0)dx⃗ = 1

2. 动量算符 ˆ⃗p，在坐标表象中 ˆ⃗p = −i~∇⃗x

p̂xψ(x) = pxψ(x) =⇒ ψpx(x) = c exp(ipxx/~)

发现 ∫ ∞

−∞
|ψpx(x)|2dx = ∞

由于我们知道

δ(x− x0) =
1

2π

∫ ∞

−∞
eikx(x−x0)dkx

因此

δ(p′x − px) = 2π~
∫ ∞

−∞
e−i(p′

x−px)x/~dx
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所以 ∫ ∞

−∞
ψ∗
p′
x
(x)ψpx(x)dx = |c|2

∫ ∞

−∞
e−i(p′

x−px)x/~dx = 2π~|c|2δ(p′x − px)

可见c = 1/
√
2π~，

ψpx(x) =
1√
2π~

exp(ipxx/~)

这两个算符当然也可以放到动量表象中来讨论。

3. 角动量算符

1) 角动量算符的球坐标表示

经典的角动量定义为L⃗ = r⃗ × p⃗，量子化(一次量子化)变成角动量算符

ˆ⃗
L = ˆ⃗r × ˆ⃗p =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

x y z

p̂x p̂y p̂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
可见

L̂x = yp̂z − zp̂y L̂y = zp̂x − xp̂z L̂z = xp̂y − yp̂x

变换到球坐标系，

x = r sin θ cosφ y = r sin θ sinφ z = r cos θ

因为

cos θ = z/r =⇒ − sin θ
∂θ

∂x
=
∂( zr )

∂x
=⇒ ∂θ

∂x
= − 1

sin θ

∂

∂x
(
z

r
)

∂θ

∂x
=

xz

r3 sin θ
=
r2 sin θ cosφ cos θ

r3 sin θ
=

1

r
cos θ cosφ

∂θ

∂y
=

yz

r3 sin θ
=

1

r
cos θ sinφ

∂θ

∂z
= − sin θ

r

又因为

tanφ =
y

x
=⇒ 1

cos2 φ

∂φ

∂x
=

∂

∂x
(
y

x
)

∂φ

∂x
= − cos2 φ

y

x2
= − cos2 φ

sin θ sinφ

r sin2 θ cos2 φ
= − sinφ

r sin θ

∂φ

∂y
= cos2 φ

1

x
= cos2 φ

1

r sin θ cosφ
=

cosφ

r sin θ

∂φ

∂z
= 0

所以

L̂x = −i~(y ∂
∂z

− z
∂

∂y
) = −i~[y( ∂

∂θ

∂θ

∂z
+

∂

∂φ

∂φ

∂z
)− z(

∂

∂θ

∂θ

∂y
+

∂

∂φ

∂φ

∂y
)]

= −i~[ ∂
∂θ

(y
∂θ

∂z
− z

∂θ

∂y
) +

∂

∂φ
(y
∂φ

∂z
− z

∂φ

∂y
)]

= −i~[sinφ ∂

∂θ
+ cot θ cosφ

∂

∂φ
]

16
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L̂y = −i~(y ∂
∂z

− z
∂

∂y
) = −i~[cosφ ∂

∂θ
− cot θ sinφ

∂

∂φ
]

L̂z = −i~(x ∂
∂y

− y
∂

∂x
) = −i~ ∂

∂φ

L̂2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z

= −~2[(sinφ
∂

∂θ
+ cot θ cosφ

∂

∂φ
)2 + (cosφ

∂

∂θ
− cot θ sinφ

∂

∂φ
)2 +

∂2

∂φ2
]

= −~2


∂2

∂θ2 + ∂2

∂φ2 + cot2 θ(cosφ ∂
∂φ cosφ ∂

∂φ + sinφ ∂
∂φ sinφ ∂

∂φ )+

(sinφ ∂
∂θ cot θ cosφ

∂
∂φ + cot θ cosφ ∂

∂φ sinφ ∂
∂θ )−

(cosφ ∂
∂θ cot θ sinφ

∂
∂φ + cot θ sinφ ∂

∂φ cosφ ∂
∂θ )



= −~2


∂2

∂θ2 + ∂2

∂φ2 + cot2 θ( ∂2

∂φ2 − sinφ cosφ ∂
∂φ + sinφ cosφ ∂

∂φ )+

(sinφ cosφ ∂
∂φ

∂
∂θ cot θ + cot θ cos2 φ ∂

∂θ )−

(cosφ sinφ ∂
∂φ

∂
∂θ cot θ − cot θ sin2 φ ∂

∂θ )


= −~2[

∂2

∂θ2
+

∂2

∂φ2
+ cot2 θ

∂2

∂φ2
+ cot θ

∂

∂θ
]

= −~2[
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
]

2) (L̂2, L̂z)的共同本征函数–球谐函数

对于这样一个系统，显然有两个自由度θ和φ，所以构建力学量完全集需要两个力学量，两个量子数。显

然我们可以证明

[L̂x, L̂y] = [yp̂z − zp̂y, zp̂x − xp̂z] = ([yp̂z, zp̂x] + [zp̂y, xp̂z])

= −~2(y
∂

∂z
− z

∂

∂y
) = i~L̂z

同理得到

[L̂y, L̂z] = i~L̂x [L̂z, L̂x] = i~L̂y

一般可以写成

[L̂α, L̂β ] = i~L̂γϵαβγ

可见L̂x，L̂y，L̂z之间彼此之间不对易，没有共同的本征函数，不能构建力学量完全集。但是容易证明

[L̂2, L̂x,y,z] = 0

[L̂2, L̂x] = [L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z, L̂x] = [L̂2

y, L̂x] + [L̂2
z, L̂x]

= L̂y[L̂y, L̂x] + [L̂y, L̂x]L̂y + L̂z[L̂z, L̂x] + [L̂z, L̂x]L̂z

= i~(−L̂yL̂z − L̂zL̂y + L̂zL̂y + L̂yL̂z) ≡ 0

同理有

[L̂2, L̂y] = 0 [L̂2, L̂z] = 0

17
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也就是说L̂2和L̂x，L̂y，L̂z是对易的，可以有共同的本征函数，由此建立力学量完全集。不失一般性，我们

取(L̂2, L̂z)的共同本征函数–球谐函数作为它们的共同本征函数。(当然也可以取(L̂2, L̂x)或者(L̂2, L̂y))，即

由(L̂2, L̂z)构成力学量完全集，两个量子数分别写为l，m，以此描述两个自由度θ和φ。

单独考虑角动量分量L̂z = −i~ ∂
∂φ的本征函数和本征值，显然本征方程表示为

−i~ ∂

∂φ
ψ(φ) = lzψ(φ)

因此得到

ψ(φ) = C exp(ilzφ/~)

当体系旋转一周，即φ → φ+ 2π，体系回到空间原位置。同时作为力学量算符，L̂z必须是厄米的，为此取

周期边界条件，即ψ(φ+ 2π) = ψ(φ)，因此给出

lz = m~ m = 0,±1,±2, ...

此即算符L̂z的本征值，相应的量子数为m，对应的归一化本征函数取为

ψm(φ) =
1√
2π
eimφ

现在假定(L̂2, L̂z)的共同本征函数为Y (θ, φ)，因为L̂z的本征函数不包含θ，所以Y (θ, φ)可以作变量分

量，令

Y (θ, φ) = Θ(θ)ψm(φ)

代入L̂2的本征方程有

L̂2Y (θ, φ) = λ~2Y (θ, φ)

−~2[
1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2
]Θ(θ)ψm(φ) = λ~2Θ(θ)ψm(φ)

即
1

sin θ

d

dθ
(sin θ

d

dθ
Θ(θ)) + (λ− m2

sin2 θ
)Θ(θ) = 0

其中λ~2是L̂2的本征值，λ正是我们要确定的，θ ∈ [0, π]。书上有如何得到本征值和本征函数，我们先给结

果

λ = l(l + 1) l = 0, 1, 2, ...

并且要求

|m| ≤ l

这里l正是L̂2的量子数。相应的本征函数为

Θlm(θ) = (−1)m

√
(2l + 1)

2
· (l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)

其中Pm
l (cos θ)是连带Legendre多项式。因此的共同本征函数为

Ylm(θ, φ) = (−1)m

√
(2l + 1)

4π
· (l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimφ
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Ylm称为球谐函数，满足

L̂2Ylm = l(l + 1)~2Ylm l = 0, 1, 2, ...

L̂zYlm = m~Ylm m = −l,−l + 1, ..., l − 1, l∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

sin θdθY ∗
lm(θ, φ)Yl′m′(θ, φ) = δll′δmm′

所以L̂2和L̂z的本征值都是量子化的，l称为轨道角动量量子数，m为磁量子数。从上面的结果可以看出，对

于给定的l，共有(2l + 1)个简并态。

3) 升降算符

类似于前面讲一维谐振子的办法，我们引进角动量的升降算符L̂+和L̂−，分别定义为

L̂+ = L̂x + iL̂y L̂− = L̂x − iL̂y

所以

L̂x =
L̂+ + L̂−

2
L̂y =

L̂+ − L̂−

2i

则可以有下列关系

[L̂+, L̂−] = 2~L̂z [L̂±, L̂z] = ∓~L̂z [L̂±, L̂2] = 0[
L̂±, L̂x

]
=

[
±iL̂y, L̂x

]
= ±~L̂z

[
L̂±, L̂y

]
=

[
L̂x, L̂y

]
= i~L̂z

可以证明Ylm也是L̂
+L̂−(L̂−L̂+)的本征函数

L̂2 = [L̂2
z +

1

2
(L̂+L̂− + L̂−L̂+)]

= L̂+L̂− + L̂2
z − ~L̂z

L̂+L̂−Ylm = (L̂2 − L̂2
z + ~L̂z)Ylm = [l(l + 1)−m(m− 1)]~2Ylm

L̂−L̂+Ylm = (L̂2 − L̂2
z − ~L̂z)Ylm = [l(l + 1)−m(m+ 1)]~2Ylm

可以推断出L̂+和L̂−的作用应该是只改变量子数m，与前面讲一维谐振子时升降算符的作用对比，可以得到

L̂±Ylm =
√
l(l + 1)−m(m± 1)~Yl m±1

3.9 量量量子子子力力力学学学的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示和和和表表表象象象变变变换换换

我们知道量子力学中的算符都是在某个基矢空间的表示，选择一组力学量完全集F̂，对应的共同本征态

为ψn，其中n代表一组完备的量子数，{ψn}构成完备的Hilbert空间基矢，即F̂ → {ψn}，任意的波函数都是

基矢的线性组合。
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1. 量量量子子子态态态和和和算算算符符符的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

1). 量子态的矩阵表示

以一维量子力学的坐标表象和动量表象为例。假定选择力学量x̂作为力学量完全集(注意：因为只有一个

自由度，所以选择一个力学量就可以构成力学量完全集了)，对应的基矢为{ψ(x, t)}，也就是说选择了坐标

表象。任意的态(态矢)或者波函数ψ(x, t)可以表示为

ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dx′ψ(x′, t)δ(x− x′) =

∫ ∞

−∞
dx′ψ(x′, t)c(x′)

上述结果表示任意态ψ(x, t)可以展开成完备基矢{ψ(x, t)}的线性组合(连续谱变为积分)，在自己的表象中，

显然展开系数为c(x′) = δ(x− x′)。即

c(x′) = δ(x− x′) =

∫ ∞

−∞
ψ∗(x′, t)ψ(x, t)dx = (ψ(x′, t), ψ(x, t))

选择力学量p̂作为力学量完全集，设基矢为{ϕ(p, t)}，即选择了动量表象。按照前面讲过的Fourier变换

知道

ψ(x, t) =

∫ ∞

−∞
dpϕ(p, t)

1

(2π~)1/2
e−ipx/~ =

∫ ∞

−∞
dpϕ(p, t)c(p)

也就是说，任意态ψ(x, t)可以展开成完备基矢{ϕ(p, t)}的线性组合(连续谱变为积分)，展开系数

c(p) =
1

(2π~)1/2
e−ipx/~ =

∫ ∞

−∞
dxϕ∗(p, t)ψ(x, t) = (ϕ(p, t), ψ(x, t))

可见，在给定完备基矢ϕ的情况下，只要知道展开系数，我们就完全确定态了。

更一般，选择某个力学量F̂作为力学量完全集，对应的完备基{ψn}(假定是分裂的情况，n =

1, 2, ..., N)，即选择了F表象，我们可以把态ψ(x, t)表示成

ψ(x, t) =
∑
n

cnψn

其中展开系数为

cn = (ψn, ψ)

只要知道系数{cn}就确定了态。

如果引入矩阵描述，则

ψ(x, t) = (c1, c2, c3, ...)


ψ1

ψ2

ψ3

...


也就是说一组{cn} (n = 1, 2, ...)就描述了一个任意的量子态，当然前提是已经选择了F表象，确定了完备

基{ψn}。我们一般习惯表示为

c⃗ =


c1

c2

...

cn

 = c1


1

0

...

0

+ c2


0

1

...

0

+ ...+ cn


0

0

...

1
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其中


1

0

...

0

 ,


0

1

...

0

 , ...


0

0

...

1

是基矢。c⃗相当于在Hilbert空间，一个任意态投影到基矢上面的系数表示，

也就是态在F表象中的表示。这就是量量量子子子态态态的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示形形形式式式。

更多时候我们直接采用下面的表示，但是强调的是这样写的真实含义是上面的表示。

ψ =


c1

c2

...

cn



2) 力学量(算符)的矩阵表示

首先我们要强调的一点是谈到力学量算符、态等的表示时，必须先确定一个表象(基矢空间)。假定

在F表象，基矢{ψn}，对于一个力学量算符
ˆ⃗
L，作用在某个态上ψ(这样写意味着ψ =

∑
k akψk)，有

ˆ⃗
Lψ = φ

即算符的作用是使态ψ变为一个新态φ。但是要注意，这时候表象并没有变化，所以φ =
∑

k bkψk，则

ˆ⃗
Lψ = φ =⇒

∑
k

bkψk =
ˆ⃗
L
∑
l

alψl =
∑
l

ˆ⃗
Lψlal

左乘ψ∗
j并积分，得到 ∑

k

bk

∫
ψ∗
jψkd

3x = bj =
∑
l

al

∫
ψ∗
j
ˆ⃗
Lψld

3x =
∑
l

al(ψj ,
ˆ⃗
Lψl)

因此可以写成

bj =
∑
l

Ljlal

用矩阵表示则是

(b1, b2, ...)
T = (Ljl)N×N (a1, a2, ...)

T

其中Ljl就是算符
ˆ⃗
L在F表象中的表示的矩阵元

Ljl = (ψj ,
ˆ⃗
Lψl)

2. 表表表象象象变变变换换换

任何表象原则上都是互相等价的，但对于一个具体的系统，具体的问题，有些表象可能很麻烦，而另一些

表象可能很方便。就如直角坐标系和球坐标系都可以描述三维运动，但是选择合理的坐标系可以使计算简

化计算。两个坐标系之间可以通过一个变换来完成。这个问题在量子力学中同样存在，以前我们讲过比如

选择动量表象有时比坐标表象容易处理问题。两个表象之间可以通过Fourier变换完成。量子力学的两个基

本描述Schrödinger的波动力学和Heisenberg的矩阵力学描述实际上就是分别选择坐标和能量表象。
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1) 基矢变换和幺正变换矩阵

考虑两个力学量F̂和Ĝ对应的两个表象F和G表象，相应的基矢分别是{ψk}和{φk}，假定两组基矢组都是

正交归一的，则有

(ψk, ψk′) = δkk′ (φk, φk′) = δkk′

在各自的表象中，算符F̂和Ĝ的本征方程为

F̂ψk = fkψk Ĝφk = gkφk

对于一个任意的态Φ既可以用{ψk}，也可以用{φk}来展开

Φ =
∑
i

aiψi =
∑
j

bjφj

其中展开系数分别为

ai = (ψi,Φ) bj = (φj ,Φ)

现在用{φk}展开ψi，即

ψi =
∑
j

b′jφj =
∑
j

(φj , ψi)φj =
∑
j

S∗
ijφj

其中

Sij = (ψi, φj)

实质上，相当于|ψi⟩ =
∑

j S
⋆
ij |φj⟩ =

∑
j |φj⟩⟨φj |ψi⟩，由于完备性知道，

∑
j |φj⟩⟨φj | = 1

因此我们通过一个变换，把基矢从G表象变换到了F表象。记以Sij为矩阵元的矩阵为S，称为G表象

到F表象的变换矩阵。因为

φj =
∑
i

aiψi =
∑
i

(ψi, φj)ψi =
∑
i

ψiSij

ψi =
∑
j

S∗
ijφj =

∑
j

S∗
ij

∑
l

ψlSlj =
∑
l

ψl =
∑
l

(
∑
j

S∗
ijSlj)ψl

由于基矢之间的正交性，知道l = i，因此 ∑
j

S∗
ijSij = 1

所以变换矩阵S是幺正矩阵，该变换是个幺正变换。

(X = SS+ = S(S∗)T , 所以Xij =
∑

k Sik(S
∗
jk), 前面我们已经证明了只有i = j才不为0，即Xii = 1，因

此SS+ = 1，即S是个幺正矩阵)

2) 态和表象变换

假定在F表象中，基矢为{ψk}，某个态Φ表示为a⃗，在另一个G表象中，基矢为{φk}，此态Φ表示为b⃗，即

Φ =
N∑

k=1

akψk =
N∑

m=1

bmφm

因此系数ak可以表示为

ak = (ψk,Φ) =
∑
m

(ψk, bmφm) =
∑
m

(ψk, φm)bm =
∑
m

Skmbm

22



Chapter III Representations

也就是说，可以通过一个幺正变换把态从G表象变换到F表象，这个幺正变换的矩阵元就是Skm，即

a⃗ = Sb⃗

或者

bm =

N∑
k=1

Smkak Smk = (φm, ψk) = S∗
km

即

b⃗ = S+a⃗

这里需要注意的是变换矩阵的顺序。上述过程就是量量量子子子态态态的的的表表表象象象变变变换换换。

习惯上我们我们一般这样写，假定量子态在F和G表象中的表示分布为ψ和φ，这里的ψ和φ实际上表示了

如下的一组系数

ψ = (a1, a2, ...)
T

φ = (b1, b2, ...)
T

则表象变换为

ψ = Sφ

φ = S+ψ

3) 算符的表象变换

如果算符Â在F表象和G表象的矩阵分别为A和A′，其矩阵元为分别为

Anm = (ψn, Âψm) A′
ij = (φi, Âφj)

可以得到

Anm = (
∑
i

S∗
niφi,

∑
j

S∗
mjÂφj) =

∑
i,j

SniS
∗
mj(φi, Âφj)

=
∑
i,j

SniA
′
ijS

∗
mj =

∑
i,j

SniA
′
ijS

+
jm

因此矩阵形式为

A = SA′S+

A′ = S+AS

这就是算符的表象变换公式。

Example: 设Ĵ2和ĴZ的共同本征函数{Yjm}(球谐函数)，则

Ĵ2Yjm = j(j + 1)~2Yjm ĴZYjm = m~Yjm

取j = 1，写出Ĵ2、ĴZ、Ĵx和Ĵy在此表象中的矩阵表示。
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j = 1，所以m = −1, 0, 1，因此基矢共计有Y1−1，Y10和Y11三个，并且我们可以证明这三个基矢构成完备的基矢

组。因此我们有

(Yjm, Ĵ
2Yjm′) = j(j + 1)~2δmm′

(Yjm, ĴZYjm′) = m~δmm′

取基矢ψ1 = Y11，ψ2 = Y10，ψ3 = Y1−1，则

J2 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 Jz =


1 0 0

0 0 0

0 0 −1



Ĵ±Yjm =
√
j(j + 1)−m(m± 1)~Yjm±1

(Yjm, Ĵ
±Yjm′) =

√
j(j + 1)−m′(m′ ± 1)~δm,m′±1

所以

J+ = ~


0

√
2 0

0 0
√
2

0 0 0

 J− = ~


0 0 0
√
2 0 0

0
√
2 0


所以

Jx =
1

2
(J+ + J−) =

~
2


0

√
2 0

√
2 0

√
2

0
√
2 0



Jy =
1

2i
(J+ − J−) =

i~
2


0 −

√
2 0

√
2 0 −

√
2

0
√
2 0



Problem: 一组正交归一基矢φ1，φ2，φ3组成的完备基，Hamiltonian算符Ĥ = ~ω0


1 0 0

0 2 0

0 0 2

，已知体

系ψ = 1√
2
φ1 +

1
2
φ2 +

1
2
φ3，求(1) ⟨E⟩；(2) 又有算符Â = a


1 0 0

0 0 1

0 1 0

，求ψ在A表象中的表示；(3) 求Ĥ在A表象

中的表示。

解：(1) 能量本征值方程为

Hφi = Eiφi

因为H是对角的，所以E1 = ~ω0，E2 = 2~ω0，E3 = 2~ω0，E2 = E3表明这个能级是二重简并的。这也意味着所采用

的表象就是能量表象，φi是能量表象中的基矢。

具体推导时候应该如下：基矢φ1 =
(

1 0 0
)T

Hφ1 = ~ω0


1 0 0

0 2 0

0 0 2




1

0

0

 = ~ω0


1

0

0

 = ~ω0φ1
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又

Hψ = H

3∑
n=1

cnφn =

3∑
n=1

cnEnφn

可见测得E = ~ω0的几率为( 1√
2
)2，测得E = 2~ω0的几率为( 1

2
)2 + ( 1

2
)2，或者

⟨E⟩ = (ψ,Hψ) =

3∑
n=1

|cn|2En =
~ω0

2
+ 2

2~ω0

4
=

3~ω0

2

或者用矩阵表示则为ψ =


1/

√
2

1/2

1/2

，所以

⟨E⟩ = (ψ,Hψ) = ( 1√
2

1
2

1
2

)


1 0 0

0 2 0

0 0 2




1/
√
2

1/2

1/2

 ~ω0 =
3~ω0

2

(2) 首先应该找到Â的在此表象中的本征态

假定Â的本征态Φ为

Φ = ( x1 x2 x3 )T

本征方程为ÂΦ = aλΦ，即
1 0 0

0 0 1

0 1 0




x1

x2

x3

 = λ


x1

x2

x3

 =⇒


1− λ 0 0

0 −λ 1

0 1 −λ




x1

x2

x3

 = 0

有解的条件是系数行列式为0

|

1− λ 0 0

0 −λ 1

0 1 −λ

| = 0 =⇒ (1− λ)(λ2 − 1) = 0

即λ = 1, 1,−1 (λ = 1是二重简并的)，代回计算可以得到x1, x2, x3。

λ = −1: 得到x1 = 0，x2 = −x3(取为ψ3)；

λ = 1: 得到x2 = x3，x1为任意数；不妨取x1 = 1, x2 = x3 = 0和x1 = 0, x2 = x3 = 1/
√
2，两者都已经考虑归一

化，即取

ψ1 =


1

0

0

ψ2 =
1√
2


0

1

1

ψ3 =
1√
2


0

1

−1


要将ψ按照ψ1，ψ2，ψ3展开，设展开系数为c1，c2，c3，则

ψ =
3∑

n=1

cnψn cn = (ψn, ψ)
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即

c1 = ( 1 0 0 )


1/

√
2

1/2

1/2

 =
1√
2

c2 =
1√
2
( 0 1 1 )


1/

√
2

1/2

1/2

 =
1√
2

c3 =
1√
2
( 0 1 −1 )


1/

√
2

1/2

1/2

 = 0

当然也可以直接通过表象变换得到，相当于要把态从H表象变换到A表象

Sij = (ψi, φj)

由此得到

S11 = ( 1 0 0 )


1

0

0

 = 1 S12 = ( 1 0 0 )


0

1

0

 = 0 S13 = 0

S21 = 0 S22 =
1√
2
( 0 1 1 )


0

1

0

 =
1√
2

S23 =
1√
2

S31 = 0 S32 =
1√
2

S33 = − 1√
2

即 
c1

c2

c3

 = S


1/

√
2

1/2

1/2

 =


1 0 0

0 1/
√
2 1/

√
2

0 1/
√
2 −1/

√
2




1/
√
2

1/2

1/2

 =


1/

√
2

1/
√
2

0


(3) 按照算符的表象变换公式知道

H ′ = S+HS = ~ω0


1 0 0

0 1/
√
2 1/

√
2

0 1/
√
2 −1/

√
2




1 0 0

0 2 0

0 0 2




1 0 0

0 1/
√
2 1/

√
2

0 1/
√
2 −1/

√
2

 =


1 0 0

0 2 0

0 0 2



3.10 Dirac符符符号号号

引入Dirac符号的目的是为了能够更清楚的表示量子力学，Dirac符号本身并不增加新的物理。其优点是：1)

不需具体的表象；2) 运算方便。类似于坐标系中的矢量，通常三维空间任一矢量的表示方法依赖于坐标

系(也即基矢)的选取。但是，也可以不选取任何基矢，而只直接就将这些矢量写作为A⃗，B⃗，......，并利用

标积A⃗ · B⃗，矢积A⃗× B⃗等等，形式地表示对它们的代数运算或微积分运算。由于这种描述不依赖于基矢即坐

标系的选取，所以它是一种抽象的、普适的表示方法
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1) 左矢(bra)和右矢(ket)

在Hilbert空间中，所有态矢都称为右矢，比如右矢|A⟩ ，等等。这里记号A是对此态矢的某种标识。

标记的办法以确切、简便为准。比如用系统的好量子数组来标记(例如|lm⟩)；也可以用态矢的波函数(它

和态矢的关系下面即将谈及)来标记，例如态矢|lm⟩可记为|ψlm⟩；如果要强调态矢随时间的变化，也可以

记为|ψlm(t)⟩；另外还有|r⃗′⟩，|p⃗′⟩等等。这里，|r⃗′⟩(|p⃗′⟩)是坐标（动量）算符的对应于本征值为r⃗′(p⃗′)的本征

态，即有ˆ⃗r|r⃗′⟩ = r⃗′|r⃗′⟩(ˆ⃗p|p⃗′⟩ = p⃗′|p⃗′⟩)。

对于每一个右矢|A⟩，对应地还有一个左矢⟨A|，它与该右矢互为厄米共轭，即

⟨A| = (|A⟩)+ |A⟩ = (⟨A|)+

于是，用于展开态矢的基矢也就有左基矢和右基矢之分了。

2) 内积

有了左矢和右矢的概念，便可以引入内积—投影的定义。右矢|A⟩向右矢|B⟩的投影是右矢|A⟩与对应左

矢⟨B|的内积，即

⟨B|A⟩ =在态矢|A⟩中发现态矢|B⟩的几率幅

按量子力学的基本假设，此式的含意若用波函数来表示便应当是

⟨B|A⟩ =
∫
φ∗
B(r⃗)ψA(r⃗)dr⃗

这个内积关于|A⟩是线性的，关于⟨B|则是反线性的。这可以设想从它们中各自抽出一个复数常系数，看是否
经受复数共轭操作，便可以知道。由内积定义可知

⟨B|A⟩ = ⟨A|B⟩∗

显然|A⟩(或⟨A|)和和自己的内积⟨A|A⟩是个正数。对于标记(编号)为分立的一组左（右）态矢，如果彼此间的内积为零，

自己的内积为1，称它们为正交归一的；对于标记(编号)为连续的一组左（右）态矢，若它们之间的内积是δ 函数，就称

它们为正交归一的。

和三维空间矢量解析的情况相似。在量子体系的态矢空间中，对态矢的描述可以不必事先选取基矢，而是采用抽象

的态矢符号，以普适的方式表示它们在状态空间中的变化。但是，为了能在态矢空间中进行具体的计算，需要选定一组

特定的态矢作为基矢，用它们去展开任意态矢。这里，第一，为了运算方便，所选基矢最好是正交、归一的。就是说，

规定基矢组{|ξ⟩}和{⟨ξ|}有如下正交归一的性质

对分立编号：正交归一条件为 ⟨ξi|ξj⟩ = δij

对连续编号：正交归一条件为 ⟨ξ′|ξ′′⟩ = δ(ξ′ − ξ′′)

分立编号情况的正交归一条件比如⟨lm|l′m′⟩ = δll′δmm′；连续编号情况的正交归一条件比如，⟨r⃗′|r⃗′′⟩ = δ(r⃗′ −

r⃗′′)，⟨p⃗′|p⃗′′⟩ = δ(p⃗′ − p⃗′′)等。第二，若要能够展开任意的态矢，选做基矢的一组态矢必须是完备的。可以证明，这要求

基矢组必须满足以下条件
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对只有分立编号：完备条件为
∑
i

|ξi⟩⟨ξi| = I

对只有连续编号：完备条件为

∫
|ξ⟩dξ⟨ξ| = I

上面的|ξi⟩⟨ξi|也称外积。一般情况下，一个完备的基矢组常常既包含分立的基矢集合，又包含着参数连续变化的基矢集

合（两集合之间也正交）。如一维有限深方势阱，既有负能区分立的束缚态部分，也有正能区连续的散射态部分。因

此，完备性条件的普遍形式应为 ∑
i

|ξi⟩⟨ξi|+
∫

|ξ′⟩dξ⟨ξ′| = I

现来证明上式：假定所选基矢是完备的，它应当能够展开任一态矢|A⟩，于是有

|A⟩ =
∑
i

ai|ξi⟩+
∫
a(ξ)|ξ⟩dξ

用分立编号的左基矢⟨ξj |乘此式，注意基矢的正交归一性，展开式右边就简化为

⟨ξj |A⟩ =
∑
i

ai⟨ξj |ξi⟩ = aj

若用连续编号的左基矢⟨ξ′|乘，类似可得

⟨ξ′|A⟩ = a(ξ′)

因此

|A⟩ =
∑
i

⟨ξi|A⟩|ξi⟩+
∫

⟨ξ|A⟩|ξ⟩dξ =
∑
i

|ξi⟩⟨ξi|A⟩+
∫

|ξ⟩⟨ξ|A⟩dξ

由于A 的任意性，就得到普遍的完备性条件。

以后，常常将这些完备性条件作为单位算符，插入运算式中适当的地方，转入相应的基矢展式中，以便进行具体的

运算。从下面和以后的计算中会经常看到这种做法。。

3) 一些讨论

根据内积定义的物理解释：⟨B|A⟩为在|A⟩中发现|B⟩的几率幅，应当有

⟨r⃗|A⟩ = ψA(r⃗)

这是因为，等式左边的含义是在A态中找到粒子位于r⃗处的几率幅，而这正是等式右边ψA(r⃗)的含义。同样，从内积的解

释还可以得到

⟨r⃗|p⃗⟩ = eip⃗·r⃗/~

(2π~)3/2
⟨p⃗|r⃗⟩ = ⟨r⃗|p⃗⟩∗ =

e−ip⃗·r⃗/~

(2π~)3/2

这里，指数前面的分数是为了保证此类连续态能够归一化到δ函数。例如

⟨r⃗|r⃗′⟩ =
∫

⟨r⃗|p⃗⟩dp⃗⟨p⃗|r⃗′⟩ = 1

(2π~)3

∫
dp⃗eip⃗·(r⃗−r⃗′)/~ = δ(r⃗ − r⃗′)

以上是关于量子力学中波函数的另一种表述——将系统状态空间中的状态用Hilbert空间中Dirac符号的态矢表示。

这种将量子状态表示作态矢的方法是一种抽象的普适的描述方法。

Dirac符号表示的重点在于量子状态。至于算符的表述形式, 可以保留前面讲得那样，也可以只抽象地设定各个算符

的符号，而不进一步设定算符的表示形式(例如，动量算符就只写成为 ˆ⃗p、坐标算符就为ˆ⃗r等等)。

关于量子力学的测量，对状态|A⟩进行力学量Ω的多次测量后所得平均值，现在用Dirac符号表示即为

⟨Ω̂⟩ = ⟨A|Ω̂|A⟩
⟨A|A⟩ 或者 ⟨Ω̂⟩ = ⟨A|Ω̂|A⟩ (|A⟩已归一化)
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注意，上式只说明它是算符Ω̂在态矢|A⟩中的平均值，并未规定采用什麽样的基矢来展开，并未说明怎样去作相应的具

体计算。

关于Schrödinger方程，用Dirac符号表示就是

i~∂|ψ(r⃗, t)⟩
∂t

= { p̂
2

2m
+ V (ˆ⃗r)}|ψ(r⃗, t)⟩

Example: 证明两个广泛使用的态矢等式

⟨r⃗′| ˆ⃗p = −i~ ∂

∂r⃗′
⟨r⃗′|

ˆ⃗p|r⃗′⟩ = i~ ∂

∂r⃗′
|r⃗′⟩

证：用任一态矢|A⟩右乘第一个等式的左边，得⟨r⃗′| ˆ⃗p|A⟩。接着，在态矢|A⟩的前面插入动量表象基矢的完备性条件，

⟨r⃗′| ˆ⃗p|A⟩ =

∫
⟨r⃗′| ˆ⃗p|p⃗′⟩⟨p⃗′|A⟩dp⃗′ =

∫
p⃗′⟨r⃗′|p⃗′⟩⟨p⃗′|A⟩dp⃗′

=

∫
p⃗′
eip⃗·r⃗

′/~

(2π~)3/2
φA(p⃗

′)dp⃗′

= −i~ ∂

∂r⃗′

∫
eip⃗·r⃗

′/~φA(p⃗
′)

dp⃗′

(2π~)3/2

= −i~ ∂

∂r⃗′
φA(r⃗

′) = −i~ ∂

∂r⃗′
⟨r⃗′|A⟩

由于|A⟩是任意的并且不依赖于变数r⃗′，可从等式两边除去它。这表明存在如下左矢等式

⟨r⃗′| ˆ⃗p = −i~ ∂

∂r⃗′
⟨r⃗′|

第二个等式其实是第一个等式的厄米共轭，也可作类似的证明，请大家课后完成。值得注意的是，这里等式左边的 ˆ⃗p是

量子力学的动量算符，而等式右边的 ∂
∂r⃗′只是对右矢|r⃗′⟩ 中本征值r⃗′的微商运算，不对其它态矢作用。这从上面运算过程

可以清楚地看出。类似地，还有另外两个态矢等式

ˆ⃗r|p⃗′⟩ = −i~ ∂

∂p⃗′
|p⃗′⟩

⟨p⃗′|ˆ⃗r = i~ ∂

∂p⃗′
⟨p⃗′|

可以插入坐标表象的完备条件进行类似证明。
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