
第第第四四四章章章力力力学学学量量量随随随时时时间间间演演演化化化及及及对对对称称称性性性

4.1 力力力学学学量量量随随随时时时间间间的的的演演演化化化

在经典力学中，力学量A作为时间t的函数，每个时刻都有确定的值。但在量子力学中，由于叠加原理，

我们能给出的是力学量的平均值和概率分布随时间的变化。

给定t时刻的状态，确定

⟨A⟩ =
⟨
ψ (t) |Â|ψ (t)

⟩
d ⟨A⟩
dt

=

⟨
d

dt
ψ (t) |Â|ψ (t)

⟩
+

⟨
ψ (t) | d

dt
Â|ψ (t)

⟩
+

⟨
ψ (t) |Â| d

dt
ψ (t)

⟩
因为由薛定谔方程知道

i~
d

dt
|ψ (t)⟩ = Ĥ |ψ (t)⟩ − i~

d

dt
⟨ψ (t)| = H ⟨ψ (t)|

d ⟨A⟩
dt

= − 1

i~

⟨
ψ (t) |ĤÂ− ÂĤ|ψ (t)

⟩
+

⟨
ψ (t) |∂Â

∂t
|ψ (t)

⟩
因此得到

d ⟨A⟩
dt

=


1
i~

⟨[
Â, Ĥ

]⟩
Â与时间无关

1
i~

⟨[
Â, Ĥ

]⟩
+
⟨

∂Â
∂t

⟩
Â与时间有关

当Â不显含时间，∂Â
∂t = 0，d⟨A⟩

dt = 1
i~

⟨[
Â, Ĥ

]⟩
，此即所谓的Ehrenfest关系。

当Â不显含时间，∂Â
∂t = 0，且

[
Â, Ĥ

]
= 0，则⟨A⟩不随时间而变化，即测量值不随时间变化。进一步可以

证明
d

dt
|cn (t)|2 = 0

其中cn (t) = ⟨φn|ψ⟩，φn是基矢，不随时间而变化，取决于所选择的表象，ψ =
∑

n cn (t)φn.

d

dt
|cn (t)|2 =

d

dt
(cn (t) c

∗
n (t)) = c∗n (t)

dcn (t)

dt
+ cn (t)

dc∗n (t)

dt

=

(
d

dt
⟨φn|ψ⟩

)
c∗n (t) + c.c. =

⟨
φn|

d

dt
ψ

⟩
⟨ψ|φn⟩+ c.c.

=
1

i~

⟨
φn|Ĥ|ψ

⟩
⟨ψ|φn⟩+ c.c. =

En

i~
|⟨φn|ψ⟩|2 + c.c ≡ 0

结果表明几率分布也不随时间变化。也就是说，力学量A是个守守守恒恒恒量量量。

1) Â = Ĥ，且Ĥ不显含时间，则d ⟨H⟩ /dt = 0(Hamiltonian算符的期待值与时间无关)

——量子力学中的能量守恒律。

如
[
ˆ⃗p,H

]
= 0且 ˆ⃗p不显含时间，d ⟨p⃗⟩ /dt = 0 —— 量子力学中的动量守恒律；

1



Chapter III Representations

如
[
ˆ⃗
L,H

]
= 0且

ˆ⃗
L不显含时间，d

⟨
L⃗
⟩
/dt = 0 —— 量子力学中的角动量守恒律；

注意，这些守恒律并不一定满足，要看具体情况。如对于自由粒子，动量守恒当然是满足的，但对于中

心力场，我们有H = p2/2m+ V (r)，可以证明[p,H] ̸= 0，但
[
L⃗,H

]
= 0，即动量不守恒，但角动量守恒。

一些讨论：a) 量子体系的守恒量并不一定取确定值，或者说体系的状态并不一定就是某个守恒量的本征

态。当然此力学量的平均值和几率分布是不变的。实际上我们可以通过表象变换，把体系变换到守恒量自

己的表象中去，则体系将保持在该本征态。由于守恒量具有此特点，它的量子数称为好量子数；

b) 量子体系的各守恒量不一定都可以同时取得确定值，如角动量的三个分量，相互之间不对易，所以无

法同时确定，但在中心力场中，它们确实都是守恒量。因为
[
L⃗,H

]
= 0.

2) 定态：

|ψ (t)⟩ = e−iEt/~ |ψ (0)⟩

对于任意的Â，

dĀ

dt
=

1

i~

⟨
ψ (t) |

[
Â, Ĥ

]
|ψ (t)

⟩
=

1

i~

⟨
ψ (t) |ÂĤ|ψ (t)

⟩
− 1

i~

⟨
ψ (t) |ĤÂ|ψ (t)

⟩
= 0

力学量Â↔ {φn}(表象) → 表示

Cn (t) = ⟨φn|ψ (t)⟩ = e−iEt/~ ⟨φn|ψ (0)⟩ = e−iEt/~Cn (0) =⇒ |Cn (t)|2 = |Cn (0)|2

关于算符随时间的演化(Heisenberg表象)留待习题课讲，重点放在薛定谔表象中是波函数随时间变化，

力学量不变，而Heisenberg表象中，波函数不变，力学量随时间变化。在相互作用表象中，两者同时变化。

4.2 守守守恒恒恒量量量与与与对对对称称称性性性的的的关关关系系系

1.对称性的含义：

狭义的对称性是指在某种操作或者变换下，系统仍然保持不变，表现为系统的Hamiltonian在这些变

换下保持不变。研究对称性的意义：第一，构造发展理论。按Heisenberg的观点，”必须寻找的是基本

对称性”；第二，增强物理直觉，利于迅速抓住问题要点，化简提法；第三，简化一些计算。不经求

解Schrödinger 方程即可得到态及本征值的某些知识。包括能级特征、矩阵元计算、禁戒规则等。

2. 量子力学中的对称性

无论就对称性的种类和程度来说，量子力学的对称性都高于经典力学中的对称性。经典力学中存在的对

称性量子力学中也都对应存在，如时间、空间的均匀、各向同性对称性；而且，量子力学还存在一些经典

力学中所没有的对称性，如全同性原理、同位旋对称性。然而，个别对称性除外，弱等效原理这种对称性

在经典力学中存在，但在量子力学中被破坏，只当向经典过渡时才又逐渐显现出来。这是说，弱等效原理

被量子涨落所破坏。

同位旋：反映自旋和宇称相同、质量相近而电荷数不同的几种粒子归属性的量子数。如质子和中子的同位旋相同，

都是I = 1/2，但它们的第三分量不同，质子和中子同位旋的第三分量分别为I3 = 1/2和I3 = −1/2

弱等效原理：观测者不能在局部的区域内分辨出由加速度所产生的惯性力或者由物体所产生的引力，而它是由引力质量

与惯性质量成正比这一事实推演出来的。

量子力学中常见的对称性有一些是普遍存在的基本对称性，有一些则是特殊系统才具有的特殊对称性。

从另一角度来说，有一些是严格成立的对称性，有一些则是近似成立的对称性。量子力学中的时间均匀
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性、空间均匀性、空间各向同性、同类粒子的全同性原理（或交换对称性）是普适的、严格成立的基本对

称性；而空间反射不变性、时间反演不变性对大部分情况都严格成立，可算是基本对称性，但毕竟不是普

适的。同位旋对称性，这是一个适用范围很广的近似对称性。此外，还有各种特殊体系的各种特殊转动、

反射对称性，它们属于这些体系的特殊对称性。比如中心场问题的空间旋转对称性、谐振子的空间反演不

变性、各类晶体的各种特殊空间转动和反射对称性等等，这些都属于这些特殊体系的特殊对称性。

按通常说法，上面这些对称性及其相应的变换划分为两类：

第一，根据相应变换是连续还是分立的来分类。比如，空间反射变换、时间反演变换、全同粒子置换、

晶体的对称变换等等均属于分立变换，其余的属于连续变换。

第二，按照对称性涉及的是体系的内禀属性还是外在属性来分类。空间平移、时间平移、空间旋转这三

个对称性是体系所处的时空性质对体系运动方式提出的要求。即时空特性对孤立体系哈密顿量的要求。严

格说，由此得出的对称性并不是系统的内在属性，而是时空固有属性在体系运动行为上的体现（参见下节

叙述）。与此相反，全同粒子置换对称性和同位旋空间旋转对称性等，是体系的内部对称性，反映体系的

内禀属性。而空间反射、时间反演对称性，也根源于体系内部的动力学性质，也应当认为反映了体系的内

禀属性。

3. 对称性与守恒律及守恒量

ψ经过一个线性变换变成ψ′，即ψ → ψ′ = Ûψ，其中Û是线性算符，不依赖于时间，存在逆变换Û−1 ，

对于薛定谔运动方程

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ

线性变换不变，则要求

i~
∂ψ′

∂t
= Ĥψ′

i~
∂Ûψ′

∂t
= ĤÛψ′ ⇒ i~

∂ψ′

∂t
= Û−1ĤÛψ

此即

Û−1ĤÛ = Ĥ ⇒
[
Û , Ĥ

]
= 0

又

⟨ψ′|ψ′⟩ =
⟨
Ûψ|Ûψ

⟩
=

⟨
ψ|Û+Û |ψ

⟩
= ⟨ψ|ψ⟩ ⇒ Û+Û = 1

即Û是幺正算符，此变换是个幺正变换。如果Û是连续变化的(注：Û也可能是一个分立变换，如对于时间反

演和空间反射，这里我们不作讨论)，总可以表示为

Û = eiεF̂

Û = Î + iεF̂ (ε→ 0+，是刻画无穷小变换的参量)

则

Û+Û = Î =
(
Î − iεF̂+

)(
Î + iεF̂

)
= Î + iε

(
F̂ − F̂+

)
+O

(
ε2
)

因此知道F̂+ = F̂，即F̂是厄米算符。又由
[
Û , Ĥ

]
= 0知道

[
F̂ , Ĥ

]
= 0，可见F就是与与与对对对称称称变变变换换换Û相相相应应应的的的守守守恒恒恒

量量量。
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于是得到结论：如果连续变换Û是量子体系的对称变换，则Û 的生成元(厄密算子F̂ )是个守恒量。或者

说，当量子体系存在一种(连续变化的)对称性，就相应地存在一个守恒律和守恒量。

1) 空间均匀性(平移不变性) —– 动量守恒定律

x→ x′ = x+ δx |ψ (x)⟩ → |ψ′ (x)⟩ = D̂ |ψ (x)⟩

其中D̂是平移操作算符，显然由平移不变性知道|ψ′ (x′)⟩ = |ψ (x)⟩，即

D̂ |ψ (x+ δx)⟩ = |ψ (x)⟩ ⇒ D̂ |ψ (x)⟩ = |ψ (x− δx)⟩

作Taylor展开

|ψ (x− δx)⟩ = |ψ (x)⟩+ (−δx) ∂ |ψ⟩
∂x

+
1

2
(−δx)2 ∂

2 |ψ⟩
∂x2

+ ...

=

[
1− δx

∂

∂x
+

1

2!

(
δx

∂

∂x

)2

− ...

]
|ψ (x)⟩

= exp

(
−δx ∂

∂x

)
|ψ (x)⟩ = exp (−iδxp̂x/~) |ψ (x)⟩

可见

D̂ (δx) = exp (−iδxp̂x/~)
(
D̂ (δr⃗) = exp

(
−iδr⃗ · ˆ⃗p/~

)
三维情况

)
这里的生成元就是p̂x。由[D,H] = 0知道[p̂x,H] = 0，此即动量守恒。

按上面所说，如果体系具有空间平移不变性(孤立系必定如此)，这个幺正变换将是体系的对称变换，它

的的生成元——动量算符 ˆ⃗p就是个守恒量，即体系的动量守恒。动量守恒，并不等于体系一定得处在动量的

本征态上，要看初条件如何而定，但动量的平均值和分布都将一直不变。比如，自由运动波包动量是个守

恒量，波包的初条件是一系列动量本征态的某种叠加，其后动量的平均值和分布都将一直不变，尽管波包

在位形空间中弥散着、变形着。

2) 空间各向同性(旋转不变性) —– 角动量守恒定律

由于我们所处的空间是各向同性的，本无特殊方向可言(若存在有向外场，如重力场，就将破坏这种各向

同性。和前面论述一样，这里是讨论未遭任何外来破坏的空间本身的内禀性质)。设想一个孤立体系绕任何

轴旋转一个任意角度，这种操作不应当影响体系的任何物理性质。设该体系绕e⃗n轴转过一个很小角度∆φ的

转动算符为R̂(∆φe⃗n)，则有 ∣∣∣ψ(∆ρ⃗) (r⃗)
⟩
= R̂(∆φe⃗n) |ψ (r⃗)⟩ = |ψ (r⃗ −∆ρ⃗)⟩

其中∆ρ⃗ = (e⃗n × r⃗)∆φ。因为

|ψ (r⃗ −∆ρ⃗)⟩ =
∞∑

n=0

1

n!

(
−∆ρ⃗ · ∇⃗

)n

|ψ (r⃗)⟩

=

∞∑
n=0

1

n!
(−∆φ)

n
(
(e⃗n × r⃗) · ∇⃗

)n

|ψ (ρ⃗)⟩

=

∞∑
n=0

1

n!
(−∆φ)

n
(
e⃗n ·

(
r⃗ × ∇⃗

))n

|ψ (r⃗)⟩

= exp

(
− i

~
∆φe⃗n · L⃗

)
|ψ (r⃗)⟩
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这里利用了基本公式 (
A⃗× B⃗

)
· C⃗ = A⃗ ·

(
B⃗ × C⃗

)
L⃗ = r⃗ × p⃗ = −i~r⃗ × ∇⃗

即

R̂(∆φe⃗n) = e−
i
~∆φe⃗n·L⃗ = e−

i
~∆φLn

这里的生成元就是Ln，因此[Ln,H] = 0，即角动量守恒。

3) 时间的均匀性—— 能量守恒定律

时间轴是均匀的，就是说，时间轴上不存在绝对的与众不同的点，因此一个孤立量子体系(孤立经典力学

体系也一样)的哈密顿量中不可能显含时间，从而沿时轴平移这个孤立量子体系是不会造成任何物理上可察

觉的变化。

当H不显含t时，可求得时间平移算符U(τ)，它把体系在时间轴上向前平移，这相当于把体系t时刻发生

的事件推迟到t+ τ时刻发生。因此

U (τ) |ψ (t)⟩ = |ψ (t− τ)⟩

由薛定谔方程知道

d

dt
|ψ (t)⟩ = H

i~
|ψ (t)⟩ =⇒

(
d

dt

)2

|ψ (t)⟩ =
(
H

i~

)2

|ψ (t)⟩ =⇒
(
d

dt

)n

|ψ (t)⟩ =
(
H

i~

)n

|ψ (t)⟩

所以

e
iτH
~ |ψ (t)⟩ =

∞∑
n=0

1

n!

(
iτH

~

)n

|ψ (t)⟩ =
∞∑

n=0

(−τ)n

n!

(
H

i~

)n

|ψ (t)⟩

=
∞∑

n=0

(−τ)n

n!

(
d

dt

)n

|ψ (t)⟩ = |ψ (t− τ)⟩

即

e
iτH
~ |ψ (t)⟩ = |ψ (t− τ)⟩ =⇒ U (τ) = e

iτH
~

这里的生成元是H，显然[H,H] = 0，即能量守恒。意味着H的平均值不随时间变化；H取各个本征值的几

率分布不随时间变化。

4) 空间反射不变性—— 宇称守恒定律

在经典力学(CM)中，空间反射变换为

r⃗ −→ −r⃗ p⃗ −→ −p⃗

在量子力学中引入宇称算符P̂，定义为

P̂ |r⃗⟩ = |−r⃗⟩

对于任意态

P̂ |ψ⟩ =
∫ ∞

−∞
P̂ |r⃗⟩ ⟨r⃗|ψ⟩ dr⃗ =

∫ ∞

−∞
|−r⃗⟩ ⟨r⃗|ψ⟩ dr⃗

所以 ⟨
r⃗|P̂ |ψ

⟩
=

∫ ∞

−∞
⟨r⃗| − r⃗′⟩ ⟨r⃗′|ψ⟩ dr⃗′ = |ψ (−r⃗)⟩
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就是说，经P̂变换后的态的波函数|ψ (−r⃗)⟩是原先|ψ (r⃗)⟩对于原点的镜像反射。还可以得到P̂对动量表象基矢

的作用(自己完成这个推导，我们没有直接定义P̂ |p⃗⟩ = |−p⃗⟩)

P̂ |p⃗⟩ = |−p⃗⟩

显然，两次相继的空间反射变换等于一个恒等变换，

P̂ 2 |r⃗⟩ = |r⃗⟩ =⇒ P̂ 2 = I =⇒ P̂ = P̂−1

即宇称算符是自逆的，我们还可以进一步证明宇称算符还是厄米、幺正的，

P̂+P̂ = I =⇒ P̂ = P̂−1 = P̂+

所以宇称算符有两个本征值±1，并且可取它的本征态矢构成完备集，用于展开任意态矢。如在坐标表象

中，一个任意的波函数可以分解成两部分 对称部分 |ψs (r⃗)⟩ = 1
2 (|ψ (r⃗)⟩+ |ψ (−r⃗)⟩))

反对称部分 ψa (r⃗) =
1
2 (|ψ (r⃗)⟩ − |ψ (−r⃗)⟩)

此时

|ψ (r⃗)⟩ = |ψs (r⃗)⟩+ |ψa (r⃗)⟩

P̂ |ψs (r⃗)⟩ = |ψs (r⃗)⟩, P̂ |ψa (r⃗)⟩ = −|ψa (r⃗)⟩

宇称算符是个纯量子力学算符，它不能用经典的形式表示出来，无法用r⃗, p⃗等有经典对应力学量的算符的任

意函数来表示。

证明P̂ |p⃗⟩ = | − p⃗⟩

P̂ |p⃗⟩ =
∫

P̂ |r⃗⟩ ⟨r⃗|p⃗⟩ dr⃗ =

∫
|−r⃗⟩ eip⃗·r⃗/~

(2π~)3/2
dr⃗ =

∫
− |−r⃗⟩ e

−ip⃗·(−r⃗)/~

(2π~)3/2
d (−r⃗) = |−p⃗⟩

5) 时间反演对称性

6) 内禀对称性

同位旋空间旋转对称性和同位旋守恒、全同粒子置换对称性与全同性原理
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