
第第第五五五章章章中中中心心心力力力场场场

本章内容现在来看未必多重要，但在历史上的地位很高。正是因为薛定谔定态方程能够非常好地给出氢

原子的能级、波函数等，波动力学才能正在建立，量子力学才能真正被大家所接受。本章我们简单介绍中

心力场问题。

4.1 有有有效效效Hamiltonian

一般多体相互作用可以分解为一系列两两之间的相互作用，如电荷间的相互作用和万有引力相互作用等。

其中最简单也是最常见的相互作用是这种相互作用只取决于两个物体之间的距离，如库仑作用和万有引力

作用，即

V = V (r⃗1 − r⃗2) = V (r⃗)

因此两体问题的Hamiltonian可以表示为

H =
p21
2m1

+
p22
2m2

+ V (r⃗) = −
(

~2

2m1
∆1 +

~2

2m2
∆2

)
+ V (r⃗)

其中∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2。

引入质心坐标和相对坐标，把两体问题用整个体系的质心运动和彼此相对运动这两部分运动来描述，即

R⃗ =
m1r⃗1 +m2r⃗2
m1 +m2

r⃗ = r⃗2 − r⃗1

则Hamiltonian变为

H = − ~2

2M
∆R − ~2

2m
∆r + V (r⃗)

其中M为总质量，m为折合质量

M = m1 +m2 m =
m1m2

m1 +m2

通过这些基本变换后，原来的Hamiltonian变成两个独立的项之和，即

H = HR +Hr HR = − ~2

2M
∆R Hr = − ~2

2m
∆r + V (r⃗)

按照分离变量的观点可以得出: 当H可以分成互不关联的几部分之和时，相应的能量本征值便可以分成互不

关联的几部分之和，而波函数便能分解成互不关联的几部分之积。即

|Ψ(r⃗1, r⃗2)⟩ = Ψ
(
R⃗, r⃗

)
= φ

(
R⃗
)
ψ (r⃗)
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H (r⃗1, r⃗2) = E (r⃗1, r⃗2) =⇒ [HR +Hr]φ
(
R⃗
)
ψ (r⃗) = Eφ

(
R⃗
)
ψ (r⃗)

ψ (r⃗)HRφ
(
R⃗
)
+ φ

(
R⃗
)
Hrψ (r⃗) = Eφ

(
R⃗
)
ψ (r⃗)

等式两边同除以φ
(
R⃗
)
ψ (r⃗)得到

1

φ
(
R⃗
)HRφ

(
R⃗
)
+

1

ψ (r⃗)
Hrψ (r⃗) = E = ER + Er

HRφ
(
R⃗
)
= ERφ

(
R⃗
)

Hrψ (r⃗) = Erψ (r⃗)

第一个方程表明，这两个相互作用着的微观粒子，作为一个整体(用它们的质心坐标代表) 是自由运动，因

为作为一个整体，并没有受到外界的作用。第二个方程表明，两体的相对运动，当相互作用只和它们之

间的连接矢量r⃗有关时，可以转化为单体运动，这时只要将质量替换成折合质量即可。通常把关于质心坐

标R⃗的运动称为运动学问题，因为它不涉及相互作用；而把关于相对坐标r⃗称为动力学问题，因为它包含了

相互作用。通常对不含相互作用的运动学问题不感兴趣，只对包含相互作用的动力学问题感兴趣，后者这

时将转化为中心场V (r⃗)中的单体运动问题。由于采用这一坐标和折合质量概念，以下所研究的中心场问

题，既包容了两粒子质量相差很大，以致对轻粒子而言，重粒子构成了不动的力心这一情况，也包容了两

粒子质量相差不很大这一情况。总之，在得出两粒子相对运动之后，再结合它们的质心运动就能构成这两

粒子体系运动的完整描述。特别是对于凝聚态物理，一般研究的对象是晶格，原子核质量远大于电子，并

且基本固定在格点上(有可能在格点附件作小振动(可以简单处理为简谐振动，在超导中很重要))，那么对于

电子的运动可以看成上述相对运动的方程就可以了。

在常见的问题中，如库仑相互作用、各向同性谐振子问题中，相互作用势简化为相对于坐标原点各向同

性的中心势V (r⃗)。我们所要解的定态方程是

Hψ (r⃗) = Eψ (r⃗) H = − ~2

2m
∆+ V (r⃗)

这里我们已经省略了角标r。进一步在球坐标里面表示出来，则H为

H = − ~2

2m

1

r

∂2

∂r2
r +

L2

2mr2
+ V (r)

L2 = −~2
(

1

sin θ

∂

∂θ
sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂

∂φ

)
附：推导过程(课后自己尝试推导)

x = r sin θ cosφ y = r sin θ sinφ z = r cos θ

∂

∂x
=

∂

∂r

∂r

∂x
+

∂

∂θ

∂θ

∂x
+

∂

∂φ

∂φ

∂x

=
1

sin θ cosφ

∂

∂r
+

1

r
cos θ cosφ

∂

∂θ
− sinφ

r sin θ

∂

∂φ

∂

∂y
=

1

sin θ sinφ

∂

∂r
+

1

r
cos θ sinφ

∂

∂θ
+

cosφ

r sin θ

∂

∂φ

∂

∂z
=

1

cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
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4.2 径径径向向向方方方程程程

由于有三个自由度，所以我们必须选择三个相互对易的力学量算符的共同本征函数来描述。对于L⃗，显

然我们有
[
H, L⃗

]
= 0(为什么？L⃗只与θ、φ有关，与r无关)，可见L⃗的三个分量是守恒量，同样，L2也是

守恒量，
[
H,L2

]
= 0。因此我们选择的三个力学量算符

(
H,L2, Lz

)
构建力学量完全集，对应的好量子数

为(n, l,m)，由此决定的Hilbert空间的基矢为{ψnlm}。

注意到r与L无关，因此波函数可以作变量分离，写成

ψnlm = R (r)Ylm

其中球谐函数Ylm已经在前面讨论过了，满足

L2Ylm = l (l + 1) ~2Ylm

代入到原来的定态方程，有

Hψnlm =

(
− ~2

2m

1

r

∂2

∂r2
r +

L2

2mr2
+ V (r)

)
ψnlm = Eψnlm

~2

2m

1

r

∂2

∂r2
rR (r)Ylm − l (l + 1) ~2

2mr2
R (r)Ylm + (E − V (r))R (r)Ylm = 0

1

r

d2

dr2
(rR)− l (l + 1)

r2
R+

2m (E − V (r))

~2
R = 0

R′′ +
2

r
R′ +

[
2m (E − V )

~2
− l (l + 1)

r2

]
R = 0

此即径向方程(关于径向部分r的方程)，我们一般也取χ (r) = rR (r)，相应的径向方程写成

χ′′ (r) +

[
2m (E − V )

~2
− l (l + 1)

r2

]
χ (r) = 0

这里强调指出两点。

第一，径向波函数方程中未含磁量子数m，由此方程得出的E的允许值中将不包含m。这就是说，中心

场的能级是关于磁量子数简并的，简并度为(2l + 1)重。这是因为现在的问题是绕O点转动对称的，并无特

殊方向可言，现在的轴只是人为选取的，实际也不应特殊；从而轨道角动量对轴投影的大小不应影响系统

的能量。这也就是说，若要解除这种简并，必须再加外场以破坏现在的绕点的各向同性性质。

第二，正如从χ (r)方程中所见到的，r方向的有效势为

Veff = V (r) +
l (l + 1) ~2

2mr2

这里第二项 l(l+1)~2

2mr2 (只当轨道角动量不为零时才存在)常称为离心势。原因是它在r = 0附近构筑了很高的势

垒,产生自中心向外的斥力，使粒子在r = 0附近的存在几率明显下降，而且l越大这种现象越突出。这和经典

图象是一致的。当l = 0，离心势消失，上述方程退化为一维粒子在势场V (r)中的能量本征值问题，但r的范

围是(0,∞)。

在给定边界条件下求解径向方程，就可以求出能量本征值(与l有关)。对于非束缚态，能量E是连续的；

对于束缚态，能量E是分裂的，相应的量子数用n表征。可见E依赖于量子数n，l，记为Enl。这里顺便介绍

一下l对应的标记

l =
0 1 2 3 4 ...

s p d f g ...
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dz2 orbitaldx2-y2 orbitaldyz orbitaldxz orbitaldxy orbital

pz orbitalpy orbitalpx orbital

s orbital

Figure 1: 原子轨道

这就是大家在原子物理中讲到的轨道，s轨道是球对称的(m = 0)，p轨道是三重对称的(m = −1, 0, 1)，一般

标记为px, py, pz，d轨道是五重对称的(m = −2,−1, 0, 1, 2)，一般标记为dx2−y2dz2dxydxzdyz ...。相应的图像

如图. 1

径向方程的渐近性(不作证明，详细见书本)：要求满足χ (r → 0) −→ 0

4.3 几几几个个个具具具体体体问问问题题题的的的解解解

1. 无限深球方势阱问题

V (r) =

 0 r < a

∞ r > a

相当于一个一维无限深势阱，但与l有关，肯定是束缚态，r < a，径向方程为

χ′′ (r) +

[
2mE

~2
− l (l + 1)

r2

]
χ (ρ) = 0

令k2 = 2mE
~2 ，即

χ′′ (r) +

[
k2 − l (l + 1)

r2

]
χ (r) = 0

1) l = 0 (s态)，径向方程为

χ′′
nr0 (r) + k2χnr0 (r) = 0
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与前面研究的一维无限深势阱问题完全一样，其解为

χnr0 (r) =

√
2

a
sin

(
(nr + 1)πr

a

)
Enr0 =

π2~2

2ma2
(nr + 1)

2

其中，n = 0, 1, 2, 3, ...

2) l ̸= 0，径向方程为

R′′
nrl +

2

r
R′

nrl +

[
k2 − l (l + 1)

r2

]
Rnrl = 0

边界条件为Rnl (a) = 0，引入无量纲变量ρ = kr，则

d2

dρ2
Rnrl +

2

ρ

d

dρ
Rnrl +

[
1− l (l + 1)

ρ2

]
Rnrl = 0

这是球Bessel方程，物理上可以接受的解是

Rnrl = Cnrljl (knrlr) Enrl =
~2x2nrl

2ma2
knrl =

xnrl

a

其中jl (knrlr)是Bessel函数，xnrl是Bessel函数jl (knrlr)的根。当a −→ ∞时，退化为连续谱，其解为

Rkl =

√
2

π
kjl (kr)

2. 库仑场——氢原子问题

V (r) = −e
2

r

径向方程为

χ′′ (r) +

[
2m

~2

(
E +

e2

r

)
− l (l + 1)

r2

]
χ (r) = 0

取自然单位制度，即令~ = m = e = 1，在这种单位制下，长度的单位是a = ~2

me2 = 0.539 × 10−10m，

即Bohr半径，能量的单位是I = me4

~2 = 27.2eV，I/2 = 13.6eV是氢原子的基态电离能，则径向方程改写为

χ′′ (r) +

[
2E +

2

r
− l (l + 1)

r2

]
χ (r) = 0

物理上有解的要求是

lim
r→0

χ (r) = 0 lim
r→0

χ (r)

r
= lim

r→0
R (r) = 0

直接给出解的结果

En = −me
4

2~2
1

n2
= − e2

2a

1

n2

Rnl (r) = Nnle
−ξ/2ξlF (−n+ l + 1, 2l + 2, ξ) ξ =

2r

na

Nnl =
2

a3/2n2 (2l + 1)!

√
(n+ l)!

(n− l − 1)!

ψnlm (r, θ, φ) = Rnl (R)Ylm (θ, φ)

其中n称为主量子数，l是轨道量子数，m是磁量子数。

n = nr + l + 1, n = 1, 2, 3, ...
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F是合流超几何函数

F (α, β, γ) = 1 +
∑
n=1

(α+ n)!

(β + n)!

γn

n!

一些讨论：

1) 简并性：由于库仑场的能谱公式中只含主量子数n(n = nr + l + 1)，不含m也未显含l。于是对某个能

级n，总共的简并度fn为

fn =
n−1∑
l=0

(2l + 1) = n2

这里，关于m的简并其实对所有中心场均存在，但对l的简并只对1/r形式的这种中心场才存在。后面这种简

并称为库仑简并。

2) 自然单位：进入库仑场Schrödinger方程的物理常数总共三个: ~、e、me。为简化表述，可采用原子单

位制: 在计算中，形式上略去这三个常数，即相当于令它们为1；在最后结果中，再加上它们适当幂次的组

合，凑得量纲正确即可。具体说,

如计算质量，在最后结果上乘以电子质量me

如计算长度，在最后结果上乘以a = ~2/mee
2

如计算时间，在最后结果上乘以~3/mee
4

如计算速度，在最后结果上乘以e2/~

如计算动量，在最后结果上乘以mee
2/~

如计算能量，在最后结果上乘以mee
4/~2 = e2/a
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