
第四章

拉普拉斯变换



4.1 引言

1、FT：研究信号与系统的有力工具
FT存在的条件
– 绝对可积

周期信号、阶跃信号等不满足该条件

– 解决方法
• 引入冲激函数

• 拉氏变换
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2、LT变换
– 在傅氏积分公式中引入一个负指数的时间函
数作为收敛函数，以保证整个积分的收敛

– 将FT由频域ω推广至复频域S
– FT与LT的特点

• FT的频谱结构、频宽以及系统响应具有鲜明的
物理意义

• LT变换简单且更容易计算

• LT可处时的信号更广

• 应用LT解微分方程时，可把系统的初始贮能的
作用计入，比经典法更简单，引入系统函数

• 复频域在研究系统特性时比频域更具有普编的意
义



3、本章讨论内容

– LT的定义及基本性质

– 用LT分析线性系统

• 微分方程的LT变换法

• S域元件模型

– 系统函数

– 利用零极点分析系统响应

– LT与FT的关系



4.2 LT定义与存在条件

1、定义

– FT存在的充分条件

– 乘上一个收敛因子
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– 可得到如下变换
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– 单边LT变换

– 单边LT变换的积分下限
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2、LT存在的条件

λσ
λ

λλ ＞存在条件：    1)0(  )(
−

→>
s

tue t

λ

有的函数不存在FT，但存在LT
但并非所有函数的LT均存在



– FT存在条件

– LT存在条件
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4.3 常用信号的LT

1、t的指数信号
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2、t的正幂信号
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4.4 LT性质

1、线性（叠加性）
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2、时移特性

　　左移

　　右移
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例：求图中所示信号推迟t0后的LT
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例：求周期矩形脉冲的LT
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3、s域平移（频移特性）
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4、标度变换特性

0a        )(1)( >⇔
a
sF

a
atf

时移－标度变换

例：求

)2(

5!)35()35(

5!

)
5

(

!
5
1)5(5

!)()1(

0        )]35()35[(

5
3

1

1
1

1

s

n

n
n

n

n

n

n

n
n

n

e
s
ntUt

s
n

s
ntut

s
ntut

ntUtL

−

+

+
+

+

⇔−−

=⇔

⇔

≥−−



5、时间微分
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6、积分特性
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7、初值定理
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8、终值定理
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4.5 ILT

1、利用LT求解微分方程

– 建立微分方程

– LT
– ILT得到时域解

• 基本定义

• 求解方法
– 查表法

– 部分分式展开法

– 留数法
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2、部分分式展开法

– F(s)为有理函数

– F(s)为真分式 （长除法）

• 商＋余项

冲激函数及其导数的线性组合
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– 2.1 极点为实数（无重根）
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– 2.2 极点为共轭复数

• 复数极点共轭成对（B(s)为实系数多项式）

• ILT的时间函数必是振荡型
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– 2.3 极点为二阶及高阶
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3、留数法

– 留数定理：若函数g(s)在闭合区域中除有限
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4.6 微分方程的LT解

1、二阶和一阶常系数线性微分方程
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波形，求电流直流电源

开关闭合，接入，为例：如图电路起始状态
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2、S域元件模型

– 电阻R

– 电容C
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– 电压源转化为等效电流源

• 和电压源串联的元件改成与电流源并联

• 等效电流源电流＝有串联元件的电压源两端短接
的电流
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– 电感L
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例：如图所示电路，当t<0时，开关位于
“1”，电路的状态已稳定，t=0时开关打到
“2”，求iL(t)
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4.7 卷积定理

1、时域卷积

2、复频域卷积
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4.8 系统函数

1、系统函数的定义
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– 系统函数在网络理论中应用广泛—网络函数

– H(jω)反映系统稳态下的频响特性

– H(s)具有较丰富的内容
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2、网络系统函数

– 单口网络（策动点阻抗或导纳）

– 双端口网络（转移或传输函数）

– 激励与响应在同一端口，响应为电压，激励
为电流，策动点阻抗(反之，策动点导纳)

– 激励与响应不在同一端口，转移函数(传输
函数)，阻抗、导纳、电压比或电流比
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3、计算H(s)的一般方法

– 作出S域模型图

– KVL或KCL列出方程

– 求H(s)=R(s)/E(s)
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4.9 周期信号与抽样信号的LT

1、周期信号的LT
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– 周期性矩形脉冲
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– 周期性锯齿波脉冲
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– 周期性三角脉冲
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2、抽样信号的LT

域的级数为抽样信号的

期为进行理想抽样，抽样周对
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例：求指数抽样序列的



4.10 零极点与时域特性

1、零极点

极点
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2、零极点与时域响应

– 左半开平面内的极点

• 负实轴上单极点

• 负实轴上二阶极点
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• 左半开平面内的共轭极点

• 左半开平面内的m阶共轭极点
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– 虚轴上的极点

• 原点处的的单极点

• 虚轴上共轭单极点

)(0 tuas
a0

22 ω
ω
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-b

)sin( tω



• 虚轴上共轭二阶极点

• 虚轴上共轭m阶极点
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2
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s
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ω
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– 右半开平面的极点

• 单实极点

• 共轭单极点

as −
1

)(tueat

22)( ω
ω
++ as teat ωsin





3、自由响应与强迫响应

– 非齐次的常微分方程描述电网络
• 通解—自由响应(固有响应)，特征根决定

于系统参数，幅度决定于初始条件和输入

• 特解---强迫响应(受迫响应)，与系统的输

入有关，也与系统参数有关

• 稳定系统的自由响应—暂态响应

• 稳定系统的强迫响应—稳态响应

– 稳定系统：极点在S域左半平面



3

3

( ) 3 ( ) 3 ( ), (0 ) 3 / 2,

1
(0 ) (0 ) 3 / 2

1/ 2
1( ) 1
2

             

( ) ( )
              

t

t

dr t r t u t r
dt

r r
A

r t e

r t e u t

α α

−

−

+ = − =

+
+ = − =
=

= +

= − +

-3t

例： 求自由及强迫响应

+3=0, =-3,3B=3,B=1

r(t)=Ae

自由 强迫

若零状态，r(0-)=0

自由 强迫



∑∑

∑∑

∏

∏

∏

∏

==

==

=

=

=

=

+=∴

−
+

−
=

−

−
=

−

−
=

=

v

k

tp
k

n

i

tp
i

v

k k

k
n

i i

i

v

k
k

u

l
l

n

i
i

m

j
j

ki ekektr

ps
k

ps
ksR

ps

zs
sE

ps

zs
sH

sEsHsR

11

11

1

1

1

1

)(

)(

)(

)(
)(,

)(

)(
)(

)()()(

自由响应 强迫响应



3

3

( ) 3 ( ) 3 ( ), (0 ) 3 / 2,

1 2 3 1 1( )
3 2 2( 3)

( ) 0.5 ( )
               

1

( ) ( )
              

t

t

dr t r t u t r
dt

sR s
s s s s

r t e u t

s
r t e u t

−

−

+ = − =

+
= = +

+ +

= +

+

= − +

例： 求自由及强迫响应

3
sR(s)-r(0-)+3R(s)=

s

自由 强迫

若零状态，r(0-)=0

-1
R(s)=H(s)E(s)=

s+3

自由 强迫



)4sin(
17
160)4cos(

17
10

17
10)(

1
17
10

16
17
160

17
10

)1)(16(
10)()()(

16
10)(

1
1

1

1

)(
)()(

),(
),()4cos(10)(

2

2212

21

1

2

2

1

ttetv

ss

s

ss
ssHsVsV

s
ssV

s
sc

R
sc

sV
sVsH

tv
tuttv

t ++−=

+
−

+

+
=

++
==

+
=

+
=

+
==

=

−

？并指出自由及强迫响应电压

求输出号例：电路如图，输入信

自由响应 强迫响应



– 系统的固有频率
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– 暂态响应与稳态响应

• 暂态响应：信号接入后较短时间内出现的解
t增大，解趋于0

• 稳态响应： t增大，解不为0

系统极点

左半平面 暂态响应

激励源极点

虚轴

右半平面

稳态响应

不稳定系统

Re[pk]<0

Re[pk]≥0

暂态响应

稳态响应
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稳态　　　　暂态

　　　　自由强迫　　自由　　　　

响应响应，暂态响应及稳态

并标出自由响应，强迫求系统函数

，起始条件例：已知输入
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01( ) sin ( ) RLC
0

me t E tu tω=例：已知输入 作用于 串联电路

，起始条件为 ，求i(t),并标出自由响应，强迫

响应，暂态响应及稳态响应
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4.11 零极点与频域特性

1、频响特性

– 在正弦信号激励下稳态响应随频率的变化

)()()( ωϕωω jejHjH =

幅频特性 相频特性

其它信号也可得到频响特性，例如冲激信号
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2、滤波器的滤波特性

– 根据幅频特性的不同，可划分成如下几种

截止频率－－下降3dB的频率点



– 常用滤波器
• Butterworth filter
• Chebyshev filter



3、零极点决定频响曲线
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4.12 一阶及二阶系统的S域分析

1、一阶系统

– 只含有一个储能器件，H(s)只有一个极点，

且位于实轴上
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2、二阶谐振系统
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损耗变化
极点变化
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4.13 全通函数及最小相移函数

1、全通函数
– 系统的幅频特性不是频率的函数，是常数

– 任意幅频特性的信号经过该系数，幅频特性
不会变化

– 全通函数的零极点分布：
• 极点在S左半平面，
零点在右半平面

• 极点数＝零点数，
且与虚轴成镜像对称
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2、最小相移函数

– 系统函数的零极点都在S左半平面，零点可

在虚轴上，具有最小相移





4.14 系统的稳定性

1、稳定系统

– 有限（界）激励，产生有限（界）激励

– 有限（界）激励，产生无限（界）激励，为
不稳定系统
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2、系统稳定的条件

– H(s)全部极点在s左半开平面，稳定

– H(s)的极点在右半开平面，或虚轴上有二阶

极点，不稳定

– H(s)虚轴上单极点，边界稳定



定？满足什么条件，系统稳）（

，求：

之间满足关系式：和与差分输入信号

号阻抗为无限大，输出信例：如图放大器的输入
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不稳定边界稳定稳定

变化？增长时，系统稳定性的从，讨论当例：如图线性反馈系统
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4.15     双边LT及LT与FT关系

1、双边LT定义及收敛域
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-eat u(-t)σ<-a1/(s+a)
e-at u(t)σ>-a1/(s+a)
-u(-t)σ<01/s
u(t)σ>01/s
f(t)ROCF(s)

同样的F(s),收敛域不同，其ILT不同
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2、LT与FT关系

– 双边LT的ROC包括虚轴

– t<0,f(t)=0,双边LT->单边LT， ROC包括虚轴

– 若收敛边界在虚轴上，F(s)极点在虚轴上
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作 业

4-1 (5) (8) (13) (17) (20)              4-2            
4-3 (4) (5)                                     4-4 (14) (16) (20)
4-5 (1) (2)            4-11                  4-12    
4-13 (C)               4-15                  4-20
4-24 (b) (c)          4-26 (a) (d)       4-29
4-30                     4-35                  4-37
4-39 (c) (e)          4-42                  4-45
4-48                     4-50


