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《高等量子力学》第 10讲 

3. 角动量的本征值和矩阵 

角动量 ˆ
J 的定义由其对易关系给出：   

       ˆ ˆ ˆ,i j ijk kJ J i J  
  ， 

满足该定义的力学量称为角动量。显然，轨道角动量 ˆ
L 和自旋角动量 ˆ

S 都是这

个定义的特例。由于 ˆ ˆ ˆ, , x y zJ J J 互不对易，不可能同时有确定值。 

定义角动量平方     

       
2 2 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ

x y zJ J J J    

描述角动量的大小。由于 

2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ             

ˆ ˆ ˆ ˆ             0

j i i j i j i

ijk i k ijk k i ijk i k kji i k

ijk i k ijk i k

J J J J J J J J

i J J i J J i J J i J J

i J J i J J

   

 

      
     

   

  

 

（此处用到了反对称性质 ijk jik   ）， 2ˆJ 与任意 ˆ
iJ 可以同时有确定值。以下用

类似于求解谐振子本征值的代数方法来求解 2ˆ ˆ,  zJ J 的本征值。 

考虑到 2ˆJ 不仅仅依赖于 ˆ
zJ ，共同本征态至少应由两个相关联的量子数描

述，记为 ,m 。又因为量子数一般无量纲，考虑到 2 2J 和 zJ ，设   

2 2ˆ
, ,J m m   ，  

ˆ , ,zJ m m m  。   

问题： ?, ?m    

1）构造新的算符组  

 

2

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,        ,      , 

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ                                 ,     
2
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有对易关系 

      ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, 2 ,    , ,    , ,z z zJ J J J J J J J J     
        
       

      
2 2 2ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , 0zJ J J J J J 

       
          

。 

2）   
2 2 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,

2
zm J J m m J J J J m          

       2 2

0 0 0

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , ,
2 2

m m m m J J m m J J m       

   

  

   ， 

故   
2m  。 

3）    
   

       

2 2 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , ,                 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 1 ,z z

J J m J J m J m

J J m J J J m m J m

   

  

  

   

  

    


 

   
   

       

2 2 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , ,                    

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ, , 1 ,z z

J J m J J m J m

J J m J J J m m J m

   

  

  

   

  

     


 

说明：若 ,m 是 2ˆJ ， ˆ
zJ 的共同本征态，则 ˆ ˆ, ,   ,J m J m   也是它们的共同

本征态。这些本征值和本征态的关系为： 

 

 

 

 

 

 

 

故称 Ĵ 为下降算符， Ĵ 为上升算符。结合上面的结论， 有 

2ˆJ 的本征值为 2 ； 

ˆ
zJ 的本征值为m ， ,  ' 1 ,  1,m j j j j   ， 
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ˆ
zJ 的本征值有最大值与最小值的原因是限制条件 2m  。 

4） 对于最大值 j 对应的态 , j ，必有 

ˆ , 0J j  ， 

否则 ˆ ˆ ˆ, ( 1) ,zJ J j j J j    ，与 j 是 ˆ
zJ 最大本征值的假设相矛盾。 

故          2 2 2 2ˆˆ ˆ ˆ ˆ0 , , ,z zJ J j J J J j j j j           ， 

即        1j j   。 

对于最小值 j对应的态 , 'j ，必有   

ˆ , 0J j
  ， 

否则 ˆ ˆ ˆ, ' ( ' 1) , 'zJ J j j J j    ，与 'j 是 ˆ
zJ 最小本征值的假设相矛盾。 

故          2 2 2 2ˆˆ ˆ ˆ ˆ0 , , ,z zJ J j J J J j j j j    
           ， 

即         1j j    。 

由           1 1j j j j    ， 

有        
1j

j
j


  


， 

而 1j j j    与 j 为最大值， 'j 为最小值的假设不符，故取 

j j   。 

故 2ˆJ 的本征值：  2 ,     1j j     

ˆ
zJ 的本征值： m ， ,  1,  ,  1,  m j j j j     共2 1j  个值。 

共同本征态   , ,m j m  。   

剩下的问题是： ?j   

5）态 ,j j 用下降算符 Ĵ 作用 2 j次后变为 ,j j ，或态 ,j j 用上升算符 Ĵ 作
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用 2 j次后变为 ,j j ， 

2 0,j  正整数， 

即   j 为零，正整数，和半正整数。 

总结：  2 2ˆ
, 1 ,J j m j j j m  ， j 可为零，正整数，和半正整数， 

ˆ , ,zJ j m m j m ， ,  1,  , 1,  m j j j j     。 

j 为零和正整数时，
ˆ
J 可用轨道角动量 ˆ

L来解释，而 j 为半正整数时， ˆ
J 的物理

意义是什么？这说明由角动量的定义，即对易关系出发，一定还存在一种新的

角动量，这就是自旋角动量。 

下面求 ˆ ˆ ˆ, , x y zJ J J 的矩阵形式。 

6）由于本征值组 ,j m 与本征态 ,j m 一一对应，无简并，故 

       ˆ , , 1jmJ j m a j m   ，    ˆ , , 1jmJ j m b j m   ， 

   
*ˆ, , 1 jmj m J j m a   ，    

*ˆ, , 1 jmj m J j m b    

  

2

2 2

2 2

ˆ ˆ, 1 , 1 , ,

ˆ ˆ ˆ                                  , ,

                                  1 , ,

jm

z z

a j m j m j m J J j m

j m J J J j m

j j m m j m j m

   

  

   

， 

  
2

21 ( 1)jma j j m m    ， 

取             1 1 1jma j j m m j m j m        。 

类似，可得        1jmb j m j m    ， 

即 

      
  

  

ˆ , 1 , 1

ˆ , 1 , 1

J j m j m j m j m

J j m j m j m j m





     


    

。 
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因为 

   
1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,           
2 2

x yJ J J J J J
i

       ， 

有 

     

     

ˆ , 1 , 1 1 , 1
2 2

ˆ , 1 , 1 1 , 1
2 2

x

y

J j m j m j m j m j m j m j m

J j m j m j m j m j m j m j m
i i


         


          
  

7）在 2ˆJ 与 ˆ
zJ 的共同表象，基矢为 ,j m 。当 j 确定时，即 2ˆJ 的本征值确定时，

存在一个由 ˆ
zJ 的本征态构成的子空间，维数 2 1D j  。矩阵元   

 2 2ˆ
, , 1 nmj n J j m j j   ， 

ˆ, ,z nmj n J j m m  ， 

     , 1 , 1
ˆ, , 1 1

2 2
x n m n mj n J j m j m j m j m j m           

      , 1 , 1
ˆ, , 1 1

2 2
y n m n mj n J j m j m j m j m j m

i i
           

这就是在 2ˆJ 与 ˆ
zJ 的共同表象中 ˆ ˆ ˆ, ,x y zJ J J 的矩阵形式。 

例题 1：求费米子自旋角动量的矩阵。 

1

2
j  ，  2 2 23

1
4

J j j   ， 
1 1

,   ,..., ,
2 2

zJ m m j j     ， 2D  。 

选第一个基矢为
1 1

, ,
2 2

j m  ，第二个基矢为
1 1

,
2 2
 ，有 

/ 2 0 1 0

0 / 2 0 12 2
z zJ 

   
     

    
， 

0 / 2 0 1
,

/ 2 0 1 02 2
x xJ 

   
     
   

 

0 / 2 0

/ 2 0 02 2
y y

i i
J

i i


    
     
   

。 
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设 zJ 的本征态为
a

b

 
 
 

，有本征方程 

/ 2 0

0 / 2

a a
m

b b

    
    

    
， 

考虑到归一化条件，得： 

1

2
m  时，本征态为

1

0

 
 
 

，   
1

2
m   时，本征态为

0

1

 
 
 

。 

例题 2：求光子自旋角动量的矩阵。 

1j  ，  2 2 21 2J j j   ， ,     ,..., 1,0,1zJ m m j j     ， 3D   

选第一个基矢为 , 1,1j m  ，第二个基矢为 1,0 ，第三个基矢为 1, 1 ，有 

0 1 0 0 0 1 0 0

1 0 1 ,   0 ,    0 0 0
2 2

0 1 0 0 0 0 0 1

x y z

i

J J i i J

i

     
     

        
          

 

ˆ
zJ 的本征值与本征态为    

1 0 0

1, 0 ;        0, 1 ;       1, 0

0 0 1

m m m

     
     

        
     
     

。 

8）转动算符在 2J 与 zJ 的共同表象的矩阵 

转动算符 

R̂
n
(j) = e

-
i ˆ
J ×e

n
j

。 

由于          
ˆ
J 2 ,

ˆ
J

é
ëê

ù
ûú
= 0,        

ˆ
J 2 , R̂

n
(j)

é
ëê

ù
ûú
= 0, 

表明 R̂
n
(j) 与 2ˆJ 有共同本征态， R̂

n
(j) 在

2J 表象中是对角矩阵。又由于

Ĵ
z
, R̂

n
(j)é

ë
ù
û¹ 0,  

故在 2J 与 zJ 的共同表象 j 固定的子空间， R
n
有非对角元。于是， R

n
在 2J 与 
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zJ 的共同表象是一个分块对角的矩阵： 

          
'

'

'

0,       for   '
ˆ, ( ) ', '

   for   '

jj

mm n jj

mm

j j
R j m R j m

R j j



  


 

       

'

ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ
( ' )

( ' )

'

ˆ, ( ) , '

       , , '

       , , '

       , , '

       ( )

n

z y z

y

jj

mm n

i
J e

i i i
J J J

i
J

i m m

i m m jj

mm

R j m R j m

j m e j m

j m e e e j m

e j m e j m

e d



  


 

 





 

  


 

 











 

对于 1/ 2j  ，在 2ˆJ 与 ˆ
zJ 的共同表象，前面已经求出 

ˆ

cos sin
2 2

y

i
J

ye i
  




   

               
   

   

1 1

2 2
cos / 2 sin / 2

( )
sin / 2 cos / 2

d
 


 

 
  
 

， 

对于 1j  ，在 2ˆJ 与 ˆ
zJ 的共同表象，可以证明 

 
2

21 sin 1 cos
y

i
J

y y

i i
e J J



 
  

    
 

， 

0 0

0
2

0 0

y

i

J i i

i

 
 

  
 
 

， 

11

1 cos 2 sin 1 cos
1

( ) 2 sin 2cos 2 sin
2

1 cos 2 sin 1 cos

d

  

   

  

   
 

  
 
  
 

。 


