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《高等量子力学》第 4 讲 

第二章：量子动力学 

本章讨论量子力学中的态和力学量的时间演化。在非相对论量子力学中，

与其它力学量用算符表示不一样，时间只是一个参量，仍然是一个经典量，不

是算符。 

1. 时间演化和 Schroedinger 方程 

1）时间平移算符 

初始态               0, t  

从
0t 到 t的时间演化    0 0 0 0

ˆ ˆ, ( , ) , ,         , , ( , )t U t t t t t U t t       

将 0, t 和 , t 按力学量算符 Â的本征态 a 展开 

             

0 0, ,

, ,

a

a

t a a t

t a a t

 

 








 

显然，处于某一确定本征态 a 的几率不一定守恒， 

                     
2 2

0, ,a t a t  。 

但归一化条件 

0 0, , , , 1t t t t      

导致总的几率守恒 

                      
2 2

0, , 1
a a

a t a t     

和时间平移算符是么正算符 

                      0 0
ˆ ˆ( , ) ( , ) 1U t t U t t  。 

要求时间平移算符满足结合律 

2 0 2 1 1 0 2 1 0
ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , )      ( )U t t U t t U t t t t t    。 
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无限小时间平移算符可写成 

             ˆ ˆ( , ) 1 ( )U t dt t i t dt    ， 

Û 的么正性 ˆ ˆ 1U U  要求 ̂是厄米算符， 

                 ˆ ˆ  。 

考虑到Û 无量纲，̂具有频率的量纲。由 Planck－Einstein 的能量频率关系

E  ，可令， 

                  ˆ ˆ /H ， 

ˆ ˆ( , ) 1 ( )
i

U t dt t H t dt   ， 

即时间平移算符由力学量哈密顿算符生成。 

2）时间演化方程 

由时间平移算符的结合律： 

0 0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) (1 ( ) ) ( , )

i
U t dt t U t dt t U t t H t dt U t t     ， 

即 

               

0 0
0

0 0

ˆ ˆ( , ) ( , ) ˆ ˆ( ) ( , )

ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( , )

U t dt t U t t
i H t U t t

dt

i U t t H t U t t
t

 







 

 这就是量子力学的基本时间演化方程。 

将方程右乘初始状态 0, t ，有 

                 

0 0 0 0
ˆ ˆ ˆ( , ) , ( ) ( , ) ,

ˆ, ( ) ,

i U t t t H t U t t t
t

i t H t t
t

 

 











 

这就是态的时间演化方程，Schroedinger 方程。 
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下面讨论基本演化方程的解。如果哈密顿算符不含时间，例如在沿Ｚ方向

常磁场中的磁相互作用 ˆ ˆ
zH J B ，基本演化方程的解为 

             
0

ˆ ( )

0
ˆ ( , )

i
H t t

U t t e
 

 。 

如果哈密顿算符含时间，但不同时间的 Ĥ 对易，例如磁场强度变化但方向不变

时的磁相互作用 ˆ ˆ( ) ( )zH t J B t ，基本演化方程的解为 

             
0

ˆ ( ') '

0
ˆ ( , )

t

t

i
H t dt

U t t e

 
 ， 

如果哈密顿算符含时间，且不同时间的 Ĥ 不对易，例如磁场强度和方向都变化

时的磁相互作用
ˆˆ ( ) ( )H t J B t  ， 

11

0 0 0

0 1 2 1 2

1

ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) 1 ... ( ) ( )... ( )
nn ttt

n n

n t t t

i
U t t dt dt dt H t H t H t





 
   

 
    ， 

称为 Dyson 级数。 

    以下主要考虑哈密顿算符不含时间的情形。 

3）定态 

   如果体系初始时处于哈密顿算符 Ĥ 的本征态， 

0 0

0

ˆ ( ) ( )

0 0

ˆ, ,      ,

, , ,
i i

H t t E t t

t E H E E E

t e t e t



  
   

 

 
 

表明态随时间的变化只改变一个相位，任意力学量 Â 的平均值 

             

0 0( ) ( )

0 0

0 0

ˆ ˆ, , , ,

ˆ                   , ,

i i
E t t E t t

t A t t e Ae t

t A t

   

 

  




 

不随时间变化。故称能量本征态为定态。 
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如果体系初始时不处于定态，则 t 时刻处于定态 E 的几率幅 

                
0 0

ˆ ( ) ( )

0 0, , ,
i i

H t t E t t

E t E e t e E t  
   

   

有几率守恒 

2 2

0, ,E t E t   

说明：如果体系初始时处于定态，则永远处于定态，如果体系初始时不处于定

态，则永不处于定态。 

4）电子自旋进动 

考虑电子自旋磁矩与外磁场相互作用。设外磁场在 Z 方向，在电子的静止

坐标系， 

           
ˆˆ ˆ ˆ ,              0z z

e eB eB
H s B s s

mc mc mc
 

 
         

 
 

ˆˆ ,zs H 有共同本征态 zs  

               
ˆˆ ,        

2 2
z z z z zs s s H s s       。 

时间演化算符 

           

ˆ ˆ
ˆ ( ,0)

z

i i
Ht s t

U t e e
 

  。 

设体系初始时处于 ˆ
xs 的本征态 xs ，在任意时刻，态 

ˆ, ( ,0) xt U t s  ， 

由于
ˆˆ ,   0xs H  

  ， , t 不再是 ˆ
xs 的本征态。利用 

                 
1 1

2 2
x z zs s s    ， 
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体系处于 xs 的几率为 

   

2
2 ˆ

2

2 2

2

1 1 1 1
,

2 2 2 2

1 1 1 1
                

2 2 2 2

                cos
2

z

i
s t

x z z z z

i i
t t

z z z z

s t s s e s s

s s e s e s

t



 






    


   

   
     
   

  
    
  



 

由总的几率守恒，体系处于态 xs 的几率， 

2 2
2, 1 , sin

2
x x

t
s t s t


     ， 

在任意时刻的平均值 

               

2

2 2

2 2

ˆ ,

      , ,
2 2

      cos sin
2 2 2

     cos
2

x

x x x

s

x x

s s s t

s t s t

t t

t



 

 



 



 

 
  

 





 

同理，         ˆ ˆsin ,       0
2

y zs t s   

5）能量时间不确定关系 

由                     
2

2 2
ˆ ˆ

4
x p   ，   

有                   
2

x p   ，    
2

ˆA A    
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由狭义相对论          , x t x = ，  , p E p = ， 

可猜想               
2

t E   ， 

即能量时间不确定关系。 

如何证明这一关系？而且，在经典力学量子力学中， ˆˆ ˆ, , , ,x p E x p H ，

但 t 仍然是一个经典量。那么， t 是什么意思？ 

 
2

ˆE H   ，     
22

ˆ ˆ ˆH H H   ，    
2

?t   

对于任意力学量 Ô，由    

ˆ ˆO , O ,t t  ， 

有          
Ôˆ ˆ ˆO , O , , , , O ,

d
t t t t t t

dt t t t
     

     
     

     
 

由          
ˆ , ,i t H t

t
 





， 

ˆ, ,i t t H
t
 


 


， 

有         

ˆ1 O 1ˆ ˆ ˆˆ ˆO , , , , , ,
d

t HO t t t t OH t
dt i t i

     


   


 

ˆ1 Oˆ ˆ,O H
i t


  
  

=  

若力学量 Ô不显含时间， 

1ˆ ˆ ˆO ,
d

O H
dt i

 
 

= ， 
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那么， Ô， Ĥ 的不确定关系为 

   

2
2 22 2

ˆ
1ˆ ˆˆ ˆ,
2 4

d O
O H O H

i dt

 
            

 

，    

ˆ

2

ˆ 2

d O
O E

dt

O
E

d O

dt

  


 

 ，

 

与             
2

t E    

比较，有   

   

ˆ

= /
d O

t O
dt

  ， 

t 的物理意义是力学量 Ô的平均值变化一个标准方差 O 所需的时间。显

然， t 与所测力学量 Ô有关。 


