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《高等量子力学》第 5讲 

2. Schroedinger绘景与 Heisenberg绘景 

   描述时间演化的两种方式。 

1）么正变换的两种形式 

   前面讨论的空间平移变换 ˆ ( )U dx 和时间平移变换 ˆ ( )U dt 都是对态的作用， 

                

ˆˆ ( ) 1 ,

ˆ ˆ( ) 1 ,

iU dx p dx

iU dt Hdt

D D D

D D D

§ ·o  � �¨ ¸
© ¹
§ ·o  �¨ ¸
© ¹

 

而力学量保持不变。 

与观测量相关的力学量矩阵元的变化 

� � � � � �ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ =A U A U U AUE D E D E D� �o  

既可以看成 

               ˆ ,UD Do   力学量 Â保持不变， 

也可以看成 

               ˆ ˆˆ ,A U AU�o    态 D 保持不变。 

两种形式完全等价，不影响力学量的矩阵元的时间变化，特别是不影响力学量

的平均值。例如，空间平移的作用既可以定义为 

,       x U x x dx xo  � 不变 

也可以表示为 

     ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ 1 1 ,   i i ix U xU p dx x p dx x p dx x x dx� § · § · ª ºo  � � � �  � �  �¨ ¸ ¨ ¸ ¬ ¼© ¹ © ¹
， 

     x 不变。 

2）时间演化的 Schroedinger绘景与 Heisenberg绘景 
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Schroedinger绘景： 

         态的时间演化   
ˆˆ ˆ ,  ( ) ,0 ,     ( )  

i Ht

S S
t U t U t eD D

�
   

         力学量保持不变  ˆ SA ， 

Heisenberg绘景： 

         力学量的时间演化  ˆ ˆˆ ˆ ( ) ( ) (0) ( ) H HA t U t A U t� ， 

         态保持不变         
H

D  。 

考虑相同的初始条件， 

ˆ ˆ(0) ,
,0 ,
H S

S H

A A
D D

 

  

这也是两个绘景的联系。 

性质： 

（1）矢量内积（包括矩阵元，几率幅和平均值）与绘景无关： 

ˆ ˆ , , ,0 ,0   ,0 ,0  =S S S HS S S H
t t U UD E D E D E D E�   

（2）设在 Schroedinger绘景有对易关系 ˆ ˆˆ,  S S SA B Cª º  ¬ ¼ ，即在 Heisenberg绘景

有初始对易关系 ˆ ˆˆ(0),  (0) (0)H H HA B Cª º  ¬ ¼ 。由于么正变换不改变对易关系，故

在 Heisenberg绘景有等时对易关系 ˆ ˆˆ( ),  ( ) ( )H H HA t B t C tª º  ¬ ¼ 。 

（3）上面时间演化算符
ˆˆ ( )  

i Ht
U t e

�
 中的哈密顿算符是在 Schroedinger 绘景

引入的， ˆ ˆ SH H ，但是 

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ( ) ( ) (0) ( ) S S
i iH t H t

H H S SH t U t H U t e H e H H
��    。 

上面只讨论了态和力学量的时间演化，基矢是否也象一般矢量一样随时间

变化？ 
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由于基矢是力学量的本征态，随时间的变化由力学量确定。 

在 Schroedinger绘景：力学量 ˆ SA 不含时间，基矢  Sa 也不随时间变化。 

在 Heisenberg绘景, 因为 ˆ HA 依赖时间，故  Ha 必依赖于时间,   

ˆ ( ) , ,H H HA t a t a a t ， 

               � � � �
ˆˆ ˆ ( ) (0) ( ) , , ,        

ˆ ˆ ˆ(0) ( ) , ( ) ,
H H H

H H H

U t A U t a t a a t

A U t a t a U t a t

�  

 ， 

故本征态 

        ˆ ˆ,0 ( ) , ,           , ( ) ,0H H H Ha U t a t a t U t a�  。 

总结：     

Schroedinger绘景             Heisenberg绘景 

态            ˆ , ( ) ,0
S S

t U tD D           
H

D 与时间无关 

力学量         ˆ SA 与时间无关               ˆ ˆˆ ˆ ( ) ( ) (0) ( ) H HA t U t A U t�    

基矢           
S

a 与时间无关             ˆ , ( ) ,0  
H H

a t U t a�      

3）Heisenberg绘景中的运动方程 

由于经典力学中力学量随时间演化，因此量子力学的 Heisenberg 绘景更

容易与经典力学比较。 

对 

          
ˆ ˆˆ ˆ ( ) (0)  

i iHt Ht

H HA t e A e
�

  

求时间微分，得到 Heisenberg绘景中的运动方程， 

              
ˆ ( ) 1 ˆ ˆ( ),    H

H
dA t A t H
dt i

ª º ¬ ¼， 

其地位类似于 Schroedinger绘景中的运动方程 
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ˆ ,  ,
S S

i t H t
t

D Dw
 

w 。 

比较分析力学中的运动方程 

              > @,
poisson

dA A H
dt

 ， 

得到从经典力学到量子力学的方法，即正则量子化， 

> @ > @1       
poisson i

o经典力学 量子力学 。 

4）Ehrenfest定律 

对于自由粒子，

2ˆˆ 
2
pH
m

 ，有 Heisenberg运动方程（忽略下标Ｈ） 

2

ˆ 1 ˆ ˆ ˆˆ, 0,     ( )  (0),

ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 ( ) (0) (0)ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ, , ,     ( ) (0) ,
2

dp p H p t p
dt i
dx p t p px H x p x t x t
dt i i m m m m

ª º   ¬ ¼

ª º ª º     �¬ ¼ ¬ ¼
 

对于一般体系，

2ˆ ˆˆ ( )
2
pH V x
m

 � ，有 Heisenberg运动方程 

ˆ 1 1ˆ ˆ ˆ ˆˆ, , ( ) ( ),dp p H p V x V x
dt i i

ª º ª º   ��¬ ¼ ¬ ¼  

这里已经将 ˆ ( )V x 按 ˆ x的级数展开，并应用 ˆ ˆ ,i j ijx p i Gª º  ¬ ¼ 。 

2

2

2

ˆ ˆ1 1ˆ ˆ ˆˆ, , ,
2

ˆ ˆ ˆ( ),  

dx px H x p
dt i i m m
d x dpm V x
dt dt

ª º ª º   ¬ ¼ ¬ ¼

  ��
 

两边求平均，

2

2
ˆ ˆ( ) ,  dm x V x

dt
 � �  
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此即 Ehrenfest定律，对应经典力学中的牛顿定律。由于平均值与绘景无关，

关于平均值的 Ehrenfest定律与绘景无关。 

以下没有特殊说明，仍然在 Schroedinger绘景讨论问题。 

 

3. 一维线性谐振子的代数解法 

对于任意势，在最小点 0x  附近按 Taylor 展开 

          � � � � � �� � � �� �2
0 0 0 0 0

1
2

V x V x V x x x V x x xc cc � � � � �  

 

在能量本征方程中，哈密顿量的常数项 � �0V x 可以归并到能量中去，而在势能

最小值点，有 � �0 0V xc  。故略去高阶项，有 

� � � �� �2
0 0

1
2

V x V x x xcc � ， 

是谐振子势。故研究谐振子问题具有普遍意义。 

正则量子化：    
> @

2
2 2ˆ 1ˆ ˆ            

2 2
ˆ ˆ,                             

pH m x
m

x p i

Z


 �°
®
°  ¯

 

0)由于          
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2
m i iH x p x p

m m
Z Z Z

Z Z
§ ·§ ·� � �¨ ¸¨ ¸
© ¹© ¹

＝  

定义新算符      ˆ ˆ ˆ
2
m ia x p

m
Z

Z
§ · �¨ ¸
© ¹

，  ˆ ˆ ˆ
2
m ia x p

m
Z

Z
� § · �¨ ¸

© ¹
， 

则有            

1ˆ ˆ ˆ
2

ˆ ˆ,   1            

H a a

a a

Z�

�

 § · �¨ ¸° © ¹®
°ª º  ¬ ¼¯

。 
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显然， â不是厄米算符， ˆ ˆa a� z 。但 ˆ ˆa a� 是厄米算符， � �ˆ ˆ ˆ ˆa a a a
�� � 。 

由于 ˆ ˆa a� 与 Ĥ只差一个常数，故 ˆ ˆa a� 与 Ĥ有共同本征态。设 

           ˆ ˆa a n n n�  ， 

则             ˆ
nH n E n ，   

1
2nE n Z§ · �¨ ¸

© ¹
。 

问题：本征值 ?n   坐标表象本征态 ( ) ?nx n x\   

1） 设   â n b ， 

则           ˆn a b�  ， 

 ˆ ˆn a a n b b�  ， n n n b b  

因为         0,    0b b n nt t ， 

故           0n t 。 

2）因为  � � � � � � � �ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 1a a a n aa a n a a a n n a n� � � �  �  �  

� � � � � �ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1a a a n a aa n a a a n n a n� � � � � � �  �  �  

说明，如果 n 是 ˆ ˆa a� 的本征态，则 â n ， â n�
也是 ˆ ˆa a� 的本征态， 

 

 

 

 

 

 

 

故称 â为下降（消灭）算符，â� 为上升（产生）算符。结合 0n t 的结论， ˆ ˆa a�

� �

� �

† †

2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ  

ˆ 2

ˆ 1

ˆ 1

ˆ

a a a a

a n n

a n n

n n

a n n

a n

�

�

�

�

�

的本征态    的本征值 

                                 

                        

                           

                                

                            

  2n �           
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的本征值为   

 

3）对于最小值 0n ，如果 0ˆ 0a n z ，对应的本征值为 0 1n � ，与 0n 为最小本

征值的假设矛盾，故必须 0ˆ 0a n  ，即 0ˆ ˆ 0a a n�  ， 

由定义          0 0 0ˆ ˆa a n n n�  ，  

有              0 0n  。 

结论            
1 ,       0,1, 2,
2nE n nZ§ · �  ¨ ¸

© ¹
， 

注意，到此仅仅用到了对易关系，没有进入具体表象。 

4) 由于 â n 与 1n � 都是 ˆ ˆa a� 的对应本征值为 1n� 的本征态，如果无简并

（一维束搏态无简并），有 

ˆ 1na n a n � ， 
*ˆ 1 ,    nn a n a�  �  

同理            ˆ 1na n b n�  � ， 
*ˆ 1 nn a n b � ，  

故             
2 2ˆ ˆ 1 1 ,     ,     n n nn a a n a n n n a a n�  � �   ， 

2 2ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 ,     1 ,     1n n nn aa n b n n n a a n b b n� � � � �   �

取             ,     1n na n b n  � 。 

            

ˆ 1

ˆ 1 1

a n n n

a n n n�

  �°
®

 � �°̄
。 

5） Ĥ与 ˆ ˆa a� 的共同表象 

               � � ˆ ˆ mnmn
a a m a a n n m n nG� �   ， 

1ˆ
2mn mnH m H n n ZG§ ·  �¨ ¸

© ¹
 

均为对角矩阵，这不难理解，因为是在自身表象。 

0 0 0 0, 1, 2,          0n n n n n � � t



 8 

, 1ˆ 1mn m na m a n n m n nG �  �  ， 

, 1ˆ 1 1 1mn m na m a n n m n n G� �
�  � �  �  

因为          � �ˆ ˆ ˆ
2

x a a
mZ

� � ，  � �ˆ ˆ ˆ
2
mp i a aZ � � � ， 

则            � � � �, 1 , 11
2 2mn mn mn m n m nx a a n n
m m

G G
Z Z

�
� � �  � �   

� �, 1 , 11
2mn m n m n
mp i n nZ G G� � � � � ， 

均不是对角阵。注意 

ˆ ˆ 0n x n n p n  。  

6）进入坐标表象   

对于基态 0 ， ˆ 0 0a  ，   

即            ˆ ˆ 0 0ix p
mZ

§ ·�  ¨ ¸
© ¹

， 

ˆ ˆ 0 0ix x p
mZ

�  ，   

 ˆ ˆ' ' ' 0 0idx x x p x x
mZ

�  ³ ， 

因为          � � � �ˆ ˆ' ' ,     ' ' dx x x x x x x p x i x x
dx

G G �  � � ，  

令            � �0' 0 ' ,x x\  

有             � �0 0dx x
m dx

\
Z

§ ·�  ¨ ¸
© ¹

， 

   � �
2

2
0

m x
x Ce

Z

\
�

 ， 
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归一化         � � 2
0 1x dx\

f

�f

 ³ ， 

有              � �
2

1
4

2
0

m xmx e
ZZ\

S
�§ · ¨ ¸

© ¹ 。 

激发态   

� �

� �
� �

� �

2

1 ˆ         1

1 ˆ         2
1

1 ˆ         0
!

n

n

x x n

x a n
n

x a n
n n

x a
n

\

�

�

�

 

 �

 �
�

 

 

   
21 ˆ ˆ 0

2!

n nm ix x p
mn

Z
Z

§ · § · �¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

 

2

1 1 1
1 ˆ ˆ ˆ ˆ 0

2!

n

n n n n
m i idx dx x x p x x x p x x

m mn
Z

Z Z�
§ · � �¨ ¸
© ¹ ³

代入     � � � �ˆ ˆ,   dx x x x x x x p x i x x
dx

G Gc cc c cc c cc cc �  � �
c， 

有       � �
2

0
1( )

2!

n n

n
m dx x x

m dxn
Z\ \

Z
§ · § · �¨ ¸ ¨ ¸
© ¹ © ¹

 

至此，一维谐振子问题全部解决。 

7） ˆ ˆa a� 的物理意义 

谐振子的能量     
1 ,      0,1,2,3
2nE n nZ§ · �  ¨ ¸

© ¹
 

其中基态能量是 0
1
2

E Z ，两相邻能级的差别是 Z。可以认为，体系中存在
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一种量子，能量为H Z ，凝聚在基态。当有 n个量子被激发时，谐振子处

于第n个激发态。 

:n  量子数，粒子数； 

ˆ ˆ ˆN a a� 是粒子数算符， â是粒子消灭算符， â� 是粒子产生算符。 

Ĥ和 N̂ 的共同表象：粒子数表象。 

总结代数解法的思路： 

束缚态o分离谱o寻找分离量子数的下降、上升算符。 

粒子数表象是二次量子化方案的基础。 

 


