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《高等量子力学》第 9 讲 

第三章：角动量理论 

1. 旋转与角动量 

    旋转与角动量在量子力学中具有独特的地位。 

1）经典转动 

绕同一轴的两个转动是对易的。例如绕 Z 轴先转 30 度再转 60 度和先转 60

度再转 30 度是完全相同的。但是，绕不同轴的两个转动是不对易的。如图所

示，先绕 Z 轴逆时钟转动 90 度再绕 X 轴转动 90 度，与先绕 X 轴转动 90 度再

绕 Z 轴转动 90 度的结果不相同。 

 

矢量 x x y y z zV V e V e V e   绕轴 ne 转动后变为
' ' '' x x y y z zV V e V e V e   ，写

成矩阵形式为 

                ' ( )nV R V ， 

( )nR  是一个 3X3 的转动矩阵。显然转动前后矢量的模不改变， 

                    'V V 。 

容易得到绕 Z 轴转动角 的转动矩阵 
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显然， 
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上式表明：绕Ｘ轴和绕Ｙ轴的转动是不对易的。 

2）量子转动 

对于无限小空间平移算符，其生成元是动量算符， 

ˆ
ˆˆ( ) 1

i
p dxi

T dx p dx e
 

  ＝ ， 

空间平移不变意味动量守恒。对于无限小时间演化算符，生成元是哈密顿算符， 
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ˆ
ˆ ˆ( ) 1

i
Hdti

U dt Hdt e


   ， 

时间平移不变意味能量守恒。 

对于任意转动，定义与经典转动相应的量子转动算符为 ˆ ( )nR  ， 

              ˆ ( )nR


   ， 

它在某个表象的表示是一个矩阵 ( )nR  。 

1）由经典力学，转动对应的守恒力学量是角动量 J ，故假设在量子力学中，

角动量
ˆ
J 是转动算符 ˆ( )R  的生产元。对于绕 ne 方向的无限小转动， 

ˆ
ˆˆ ( ) 1

n

i
J e d

n n

i
R d J e d e



 
 

    。 

考虑到绕同一轴的转动是可对易的，有限的转动可以看成是很多无限小转动的

叠加，故对于有限的转动 有 

ˆ

ˆ ( )
n

i
J e

nR e



 

 。 

2）经典力学中绕不同轴的转动是不对易的，假设量子转动满足相同的不对

易关系，例如 

           
2ˆ ˆ ˆ( ),   ( ) ( ) 1,x y zR R R     

   

保留到
2 级，有 
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， 

即               

ˆ ˆ ˆ,   x y zJ J i J  
  。 

一般有 
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         ˆ ˆ ˆ,   i j ijk kJ J i J  
  ，    

ˆ ˆ ˆ
J J i J  。 

这就是量子力学中角动量的基本对易关系。  

3）角动量平均值的变化 

设绕 Z 轴转动 ，态的改变， 

ˆ
ˆ ( )

z

i
J

zR e



    



   ， 

平均值 ˆ
xJ 的改变 

ˆ ˆ

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆz z
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将

ˆ
z

i
J

e


按级数展开，并利用对易关系 

                 
ˆ ˆ ˆ,   z x yJ J i J  

  ， 

有 

                 
ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆcos sin
z z

i i
J J

x x ye J e J J
 

 


  ， 

故  

                 
0 0

ˆ ˆ ˆcos sinx x yJ J J


   ， 

类似， 

0 0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin ,     y y x z zJ J J J J
 

    。 

写成矢量形式 

0

ˆ ˆ
( )zJ R J



 ， 

角动量（矢量）平均值的变化与经典力学中矢量的变化关系相同。 

2. 自旋角动量 
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1）转动与时间演化的关系 

   考虑自旋为 1/2 的粒子在外磁场中，设磁场在 Z 方向。粒子自身坐标系中的

哈密顿算符 

ˆ ˆ ,         ,   z

eB
H s

mc
      

比较时间演化算符 

ˆ ˆ
ˆ ( )

z

i i
Ht s t

U t e e
 

   

与绕 Z 轴的转动算符 

ˆ
ˆ ( )

z

i
s

zR e





 ， 

得到转动算符与时间演化算符的对应关系 

            t  ， 

即 与 t 一一对应。由旋转前后的自旋角动量平均值关系 
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cos sin 0

( ) sin cos 0

0 0 1

zs R s s


 

  

 
 

   
 
 

 

得到时间演化前后的自旋角动量平均值关系 

0 0

cos sin 0

( ) sin cos 0
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z
t
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s R t s t t s
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当取 2 /t   时，有 

0t

s s ， 

故 2 /t   为平均值的周期。 
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将初始态按 ˆ
zs 的本征态 zs 进行展开， 

,z z z zs s s s        

在时间 t ， 

2 2 ,
z

i i i
s t t t

z z z zt
e e s s e s s

  

   
 

       

当 2 /t   ，
t

   ，态不能回到原来！只有 4 /t   才能回到原来。

与平均值的时间演化周期 2 /t   不同，态的时间演化周期是 4 /t   。 

2）中子干涉实验（自旋进动的实验验证） 

将基态中子分成两束，分别经路径 A，B 到达干涉区域。在 B 束路径上设

置一个 Z 方向磁场 B 不等于零的区间，见图。 

 

B 束中子经过磁场 B 产生的附加时间演化算符 

ˆ
ˆ ( )

i
Ht

U t e


 
ˆz

i
s t

e


， 

经过磁场后的自旋向上或向下的态会有一个额外的相因子 2

i
T

e


，其中 T 是中

子经过磁场的时间（ / v / /n n n nT l lm p lm    ）。在干涉区域存在干涉项

cos
2

T


 
 

 
，其中 是没有磁场时 A，B 两束中子的相位差。 

当调控外磁场 B 的强度使频率变化时，干涉强度会呈现周期性变化。干

涉强度变化一个周期的频率变化是 2
2

T



 ，对应磁场的变化是                
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4 n

n

m c
B

g eT


  。实验上证实了这一磁场变化引起的干涉强度变化。 

3）Pauli 矩阵 

定义 Pauli 算符̂ ：
ˆ ˆ

2
s  ，  

ˆ
i 的本征值       1i   ，

2 1i  ，
2 3  。 

由对易关系        ˆ ˆ ˆ,  2i j i j k ki       。 

有                
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2 2

x y y x y z z y y y y z z y

z y y z z z

i i
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             
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即反对易关系       ˆ ˆ,   2i j i j   。 

在 z 表象         
0 1 0 1 0

,          ,           
1 0 0 0 1

x y z

i

i
  

     
       

     
。 

ˆ
z 的本征态       

1 0
,       

0 1
  

   
    
   

， 

由 z 的完备性条件，任意自旋态 

                  c c       。 

自旋转动变换算符 

ˆ ˆ
2ˆ ( )

n n

i i
s e e

nR e e
  


   

   

的矩阵形式为      
2( )

n

i
e

nR e
 


 

 。 

容易证明，对于任意矢量 ,  a b ，有 

                  a b a b i a b         ， 
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显然           
2 2a a   。 

 
1             

     

i

n

n

for i even
e

e for i odd





  


， 

( ) cos sin
2 2

n nR i e
 

    。 

例题：任意自旋态可以由 ˆ
zs 的本征态转动生成。 

 

设任意自旋态  的方向是 ne ， ne 的方位角是 ,    ，见图。  可以看成

是 ˆ
zs 的本征态  先绕 Y 轴转动 ，再绕 Z 轴转动 而生成。在 zs 表象 
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   
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 
 
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4）Euler 转动 

现在讨论将绕任意轴的转动变化为绕 X，Y，Z 轴的转动的乘积。 

设有一组固定坐标系(X, Y, Z)，一组随矢量运动的坐标系(X’, Y’, Z’)。由分

析力学，矢量的任意转动可以分解为绕 X,Y,Z 轴的转动的乘积，即用 3 个 Euler

角来描述。在转动之前，两组坐标系重合。先逆时钟绕 Z 轴转角度 , 如图 a。

这时 Y’与 Y 不再重合了。然后绕 Y’轴转角度 ，如图 b。这时 Z’与 Z 轴也不重

合了。最后绕 Z’轴转角度 ，如图 c。这时 Y’轴又改变了方向，变成 Y”。刚体

的任意转动可以表示为 

           ' '( , , ) ( ) ( ) ( )z y zR R R R      。 

这 3 次 Euler 转动中，有两次是绕运动坐标轴 Y’，Z’的。这在转动的计算

中很不方便，因为用角动量生成的转动都是在固定坐标系中进行的。因此，必 

须把绕运动坐标轴的转动改写成绕固定坐标轴的转动。可以证明，上述的 3 次

转动等价于在固定坐标系的 3 次转动， 

( , , ) ( ) ( ) ( )z y zR R R R      。 

 

相应的量子力学转动算符是 

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ) ( ) ( ) ( )

z y z

i i i
J J J

z y zR R R R e e e
  

     
  

  。 
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自旋空间的任意转动算符在 zs 表象的转动矩阵 

   

   

2 2 2

/2 /2

/2 /2

( , , )

                cos sin cos sin cos sin
2 2 2 2 2 2

cos / 2 sin / 20 0
               

sin / 2 cos / 20 0

        

z y z

i i i

z y z

i i

i i

R e e e

i i i

e e

e e

     

 

 

  

     
  

 

 

  

 



   
      
   

    
     
    

   

   

( )/2 ( )/2

( )/2 ( )/2

cos / 2 sin / 2
       

sin / 2 cos / 2

i i

i i

e e

e e

   

   

 

 

   

  

 
   
 

 


