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4．变分法（非微扰方法） 

求解 ˆ
nH n E n 的基态。对于任意态 
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变分方法思想：取不同的态  ，计算 ˆE H  ，其中最小的 E 最 

接近 0E ，可近似看成基态能 0E 。 

方法：由体系的物理性质猜测含参量的尝试波函数    ，计算 
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由能量最小值条件 
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例：氦原子。 
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对于 Ĥ ，考虑两电子间相互作用后，两电子之间的屏蔽使得电子感受到的原子

核有效核电荷 2z  ，故取 Z 为参数，尝试波函数为 
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与 0E 对应的基态波函数为  0 1 2 0, ,r r z 。 

也可用微扰论的方法来求解基态能量修正： 
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基态不简并，用非简并微扰论，得 

     
2 2

1 3 3 *

0 1 2 0 1 2 0 1 2

1 2 0

5
, ,

4

e e
E d rd r r r r r

r r a
  

 ， 

2 2 2
(0) (1)

0 0 0

0 0 0

5
4 2.75

4

e e e
E E E

a a a
       。 

基态能实验值为

2

0

2.904
e

a
 。可见，变分的结果更接近实验值。 

5．强耦合 Schroedinger 方程（1/N 展开微扰方法） 

1999 年，李政道等提出了一种求解强耦合 Schroedinger 方程的方法，以

下用 Yukawa 势为例来简单介绍。 

Yukawa 势      2
re

V r g
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  ，  

耦合常数 1g  ，说明是强耦合。当参数 0  时变为 Coulomb 势。 

能量本征方程    
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无严格解析解。令 1 (自然单位制)，以简化计算过程。 

考虑基态波函数，与角度无关（ 0l  ），令 

    S r
r e


 ， 

将本征值 E 和本征态即  S r 用 21/ g 来展开： 
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E 和  S r 展开初始项不同的目的是使得V 不出现在 0E 与 0S 的方程中。代入定态

Schroedinger 方程，并比较 g 的相同幂次，得到 

零级方程（ 4g ）：     
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二级方程（
0g ）：     
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零级方程的解         0 02  S r mE r  ， 

开方只取正号是考虑了  r  有限的约束条件。将  0S r 代入一级方程 
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要求 及其一级导数连续，即 iS 及其一级导数连续， 1dS

dr
在 0r  处非奇异，有 
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代入二级方程，要求
2dS

dr
在 0r  处非奇异，有 
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如此逐级求解，基态能 
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与数值方法精确求解 Yukawa 势得到的基态能量作比较，如图。可以看到精确

到
4g （长虚线），

0g （短虚线）和
2g
（点划线）的解析解是如何逐渐逼近数

值解（实线）的。当 g 较大，即相互作用很强时，近似解析结果与精确求解的

结果趋于一致，这表明上述近似方法适用于求解强耦合 Schroedinger 方程。注

意，图中的横坐标是
kg 而纵坐标是

2kE g ，故计算结果并不依赖于 k 的取值。 

 

若取 0  ，汤川势退化为库仑势，此时基态 
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， 

与氢原子问题的基态严格解完全相同。 
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6．含时微扰论 

Schroedinger 方程为   

     ˆi t H t t
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假设  Ĥ t 可写成： 
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问题：系统在 0t t 时
 0ˆ ˆH H 不含时，处于定态 n 。当 0t t 时，  Ĥ t 含时，

系统处于态  t ，不再处于定态 n ，由  0
Ĥ 的完备性条件， 

    
m

i
E t

m

m

t a t m e


 ， 

处于定态 m 的几率为  
2

ma t 。对于含时微扰问题，就是要求在宏观时间后

（ t ）系统从一个初始定态 n 跃迁到另一个定态 m 的跃迁几率： 
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1）跃迁方程 

将  t 的展开式代入 Schroedinger 方程： 
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左边第二项与右边第一项消去得： 
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2）微扰求解 

令              0 1

k k ka t a t a t   ， 

代入跃迁方程，得： 
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那么由 n 跃迁到  k k n 的几率幅为        1

k ka t a t ， 

则跃迁几率为       
2
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3）周期性微扰 

     1 ˆˆ ˆcos i t i tH t A t F e e     ， 

其中 Â， F̂ 与 t 无关。一级跃迁振幅为 
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其中 mn 为跃迁频率，为外场频率。积分得： 
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当 mn   时，
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ma t 是 t 的震荡函数，不随时间 t 单调增长，跃迁几率不大。

但当 mn  时， 
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跃迁几率为       
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随着 t 线性增长。其中， 函数意味着能量守恒，如下图所示： 

                                         

 

跃迁速率为    
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实际微扰不是严格的单色场，而是有一个频率范围  ，故总的跃迁速率为： 
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    若 包含

          若 不包含
 

例： 0t  时氢原子处于基态 100 ，微扰
     1

0
ˆ ˆH t ez t   ，求跃迁到所

有激发态的几率。 
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100n  为基态，  1m nlm n  为激发态。跃迁到所有激发态的几率为： 
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其中 ' 表示求和不含基态。 

考虑坐标表象的矩阵元 
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矩阵元不为零的条件（即发生跃迁的选择定则）为 

1l l l     ， 

导致 100 100 0z  。跃迁几率计算中的求和 ' 可以写为，即 
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其中 0a 为 Bohr 半径，所以 
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氢原子仍处在基态的几率为  
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