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《高等量子力学》第 19 讲 

第六章(Sakurai 书第 4 章和第 6 章)：对称性与守恒律 

对称性是一个体系最重要的性质。 

1.守恒量 

定义：若力学量的平均值不随时间变化  

0
d F

dt
 ， 

则称力学量 F 为守恒量。 

在什么情况下力学量是守恒量呢？由 

ˆF F  , 

在 Schroedinger 绘景，利用方程
ˆi H

t
 





，有                    

1ˆ ˆ ˆ ˆ,
d F

F F F H
dt t t i

 
 

 
   
  

。 

若力学量 F̂ 与 Ĥ 对易，则 F̂ 为守恒量。例如： 

a）自由粒子体系，

2ˆ
ˆ

2

p
H

m
 ，有 ˆ ˆ, 0p H  

  ，动量守恒； 

b）一般体系，  
2ˆ

ˆ
2

p
H V x

m
  ，有

ˆ ˆ, 0p H  
  ，动量不守恒； 

c）中心场，    
2 2 2

2

2 2

ˆˆ
ˆ

2 2 2

p L
H V r r V r

m mr r r mr

  
      

  
，有

2ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0iL H L H    
    ，轨道角动量与任意分量守恒； 

d）总有
ˆ ˆ, 0H H  

  ，能量守恒。 

一个力学量是否为守恒量，由体系的 Ĥ 决定。 
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守恒量的性质： 

a）守恒力学量在任意态的平均值与时间无关（定义）； 

b）守恒力学量在任意态的取值几率与时间无关 

证明：对于守恒力学量 F，    

ˆ ˆ, 0F H  
  ， 

F̂ ， Ĥ 有共同完备本征矢 n ， 

ˆ
nF n F n ， ˆ

nH n E n  

对于任意态   

  ( ) ,      ( ) ( )n n

n

t C t n C t n t   。 

因为          

   
1 ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n

n n

E Ed
C t n t n H t n t C t

dt t i i i
  


   


， 

解                     ( ) (0)
n

i
E t

n nC t C e


 ， 

故 F̂ 取值为 nF 的几率
2 2

( ) (0)n nC t C 与时间无关。 

推论： 

a）若体系初始时处于守恒量的本征态，则恒处于该本征态； 

b）若体系初始时不处于守恒量的本征态，则恒不处于该守恒量的本征态； 

c）非守恒力学量的本征态在演化以后不再是这些力学量的本征态。只有当体系

初始时处于守恒量的本征态，则恒处于该本征态。故应该用守恒力学量的量子

数（好量子数）来描述状态。这是分波法求解中心场中散射问题的基础。 

注意两个概念： 

守恒量： 守恒量在任意态中的平均值及取值几率不随时间变化 

定态：   而任意力学量在定态中的平均值及取值几率不随时间变化。 
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2.对称性与守恒量 

    什么是量子力学中的对称性？定义变换 Ŝ ，       

 Ŝ    ， 

变换前态  满足 Schroedinger 方程，
ˆi H

t
 





，如果变换后的态满

足同一方程，即 

ˆi H
t
 


 


， 

称体系在变换 Ŝ 下具有不变性，或对称性。 

    有对称性的条件是什么？如果 Ŝ 不含时间， 

    
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ,  i i S SH SHS S H

t t
     
     

 
 

要求 ˆ ˆH H  的条件是 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ,      , 0SH HS S H  
  ， 

故体系具有 Ŝ 对称性的条件是 Ŝ 与 Ĥ 对易。 

对称性与守恒量的关系： 

对于对称变换 Ŝ ，如果 ˆ ˆS S ， Ŝ 为力学量，则 ˆ ˆ, 0S H  
  表明 Ŝ 本身就是

守恒力学量；若 ˆ ˆS S ，但 Ŝ 由某一力学量 ˆ ˆF F  生成， ˆ ˆ( )S F ，则 ˆ ˆ, 0S H  
  意

味 ˆ ˆ, 0F H  
  ，表明生成元 F̂ 为守恒力学量。 

1）空间平移不变与动量守恒 

空间平移算符

ˆ
ˆ

i
p x

S e
 

 不含时间，不是厄米算符，而是由动量算符 p̂ 生

成。若体系具有空间平移不变性， ˆ ˆ, 0S H  
  ，则 ˆˆ , 0p H  

  ，导致动量守恒。 
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2）空间旋转不变与角动量守恒 

空间转动算符

ˆ

ˆ n

i
J e

S e
 

 不含时间，不是厄米算符，而是由角动量算符

ˆ
J 生成。若体系具有空间转动不变性， ˆ ˆ, 0S H  

  ，则
ˆ ˆ, 0J H  

  
，导致角动量

守恒。 

3）空间反演不变与宇称守恒 

（在坐标表象）定义空间反演变换 Î ： 

算符： 
1ˆ ˆr r IrI r    ， 

   态：        ˆr r I r r        

是空间突变，不含时间。 

对于任意态 ( )r 和 ( )r ，有 

                 
*

3 * 3 * 3 * 3ˆ ˆd r r I r d r r r d r r r d r I r r                

所以 Î 为厄米算符，表示一力学量，称为宇称。 

由    

         2ˆ ˆ ˆ,    I r r I r I r r         ， 

2Î 的本征值为 1，宇称算符 Î 的 

本征值为 1                           和  -1， 

本征态为      ˆ
s s sI r r r      和      ˆ

a a aI r r r      。 

若体系具有空间反演不变性， ˆ ˆ, 0I H  
  ，则 

a）宇称守恒； 

b）宇称 Î 与 Ĥ 有共同本征态。 
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例如：  
2

2ˆ
2

H V r
m

    ，若势有空间反演不变性    V r V r  ，则哈

密顿量有空间反演不变性
1ˆ ˆ ˆ ˆIHI H  ，有宇称守恒，宇称 Î 与 Ĥ 有共同本征态。 

例题： 

ˆ ˆ ˆ,     L r p p i      

1 1 1 2ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ,     , 0,    , 0ILI IrI IpI r p L I L I L            
      

 

故 Î 与 2ˆL ， ˆ
zL 有共同本征态。 2ˆL ， ˆ

zL 的共同本征态是球谐函数 

   , cos
m im

lm lm lY N P e    ，

     
| |

| |/ 2
2 21

cos 1 cos cos 1
2 ! cos

l m
m lm

l l

d
P

l d
  





 
   

 
 

在 Î 变换 r r  下， 

,   ,   ,   cos cosr r             

         
| |

cos 1 cos ,    1 1
l m m mm m im im im

l lP P e e e   


       

故 

         
2| |ˆ , 1 , 1 ,

l m l

lm lm lmIY Y Y     


    ， 

Î 与
2ˆL ， ˆ

zL 的共同本征态就是球谐函数  ,lmY   ， Î 的本征值为 ( 1)lI   。 

问题：为什么在经典力学中无宇称这一力学量？ 

回答：在经典力学中无突变，不能从 r 突变到 r 。 

 

3. 全同粒子对称性 

全同粒子：内禀性质（质量，电荷，自旋等）完全相同的粒子。 

经典力学中粒子的内禀力学量是连续变化的，例如两个粒子的质量可以无

限接近，但不会全同，总是可以区分的。故在经典力学中无全同粒子的概念。
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量子力学中物理量的取值可以是分离值，要么完全相同，要么完全不同。因此

具有全同粒子的问题。 

那么怎么区分全同粒子呢？ 

1）全同性原理 

在经典力学中即使有“全同”粒子，也可以通过轨道区分“全同”粒子。但在量

子力学中，无轨道，状态用波函数描述。考虑两个无相互作用的全同粒子, 设

单粒子状态为  n x ，两全同粒子的波函数不重叠时，可区分全同粒子。波函

数重叠时，若在重叠区内发现一个粒子，不能区分它是第一个还是第二个粒子，

即波函数重叠时不可区分全同粒子。交换两个粒子位置时，即将

   1 2 2 1( ), ( ) ( ), ( )n m n mx x x x    时，在重叠区内发现粒子的几率分布相同，

即状态不改变， 1 2( ), ( )n mx x  与 2 1( ), ( )n mx x  描述的是体系的同一状态。 

 

 

 

 

严格来说，波函数在全空间都是重叠的。故有全同性原理：交换两个全同

粒子不改变体系的状态。 

问题：全同性原理对态有什么限制呢？ 

2）波函数的交换对称性 

对于包含 N 粒子体系的态 ... ... ...i j ，定义交换算符 ˆ
ijP ： 

ˆ ... ... ... ... ... ... ... ... ...ijP i j j i i j  ， 

第二个等式用到了全同性原理，说明全同粒子体系的态必是交换算符 ˆ
ijP 的本征

态。因为      

2ˆ ˆ... ... ... ... ... ... ... ... ...ij ijP i j P j i i j  ， 
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所以
2ˆ

ijP 的本征值为 1，
ˆ
ijP 的本征值 1   。即        

ˆ ... ... ... ... ... ...ijP i j i j  。 

交换对称性：全同性原理要求全同粒子体系的波函数在交换任意两个粒子时必

须是对称或者是反对称的。 

问题：全同粒子体系波函数的对称性是否随时间改变呢？ 

由于全同粒子体系的 Ĥ 满足交换对称性， 

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,       , 0ij ij ijP HP H P H   
  ， 

则 ˆ
ijP 是守恒量。若体系在初始时处于 ˆ

ijP 的某个本征态（对称态或者反对称态），

则恒处于该本征态。即全同粒子体系波函数的对称性不随时间改变。 

实验表明，交换对称性由自旋决定：对于玻色子（自旋为整数的粒子）组

成的全同粒子系统，状态是交换对称的，对于费米子（自旋为半整数的粒子）

组成的全同粒子系统，状态是交换反对称的。 

问题：全同粒子系统的状态一方面要满足交换对称性，另一方面要满足

Schroedinger 方程，怎样构造满足二者的态？ 


