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《高等量子力学》第 20 讲 

3）两全同粒子的态 

设       

     ˆ 1,2 1,2 1,2H E  ， 

两边用交换算符 12P̂ 作用，有 

     

     

1

12 12 12 12
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1,2 1,2 1,2 ,       

ˆ 2,1 2,1 2,1

P H P P EP

H E

 

 

 


， 

由 Ĥ 满足交换对称性， 

   ˆ ˆ1,2 2,1H H ， 

有       

     ˆ 1,2 2,1 2,1H E  。 

所以，如果  1,2 是 Schroedinger 方程的解，那么  2,1 也是 Schroedinger

方程属于同一本征值 E 的解。 

若  1,2 不满足交换对称性，可以构造对称或反对称波函数： 

玻色子系统：      1,2 1,2 2,1     ， 

费米子系统：      1,2 1,2 2,1     ， 

它们仍然是系统 Ĥ 的属于本征值 E 的本征态 

   ˆ 1,2 1,2H E   , 

并且满足交换对称或者反对称。 

例如：若不考虑两粒子的相互作用 

     0 0
ˆ ˆ ˆ1,2 1 2H H H  。 

设 

      0
ˆ ,        1,2n n nH i i i     



 2 

则                 ˆ (1,2) 1,2 1,2H E   

的解是        

     ,       1, 2 1 2n m n mE        ， 

 1,2 一般不满足交换对称性。为达到交换对称性要求，对于玻色子系统： 

 
       

   

1
1 2 2 1 ,

1,2 2

1 2

n m n m

n m

n m

n m

   


 



    

 
 

    

                    
 

对于费米子系统： 

         
   

   

1 21 1
1,2 1 2 2 1

1 22 2

n n

n m n m

m m

 
    

 
      。 

对于费米子系统，若两粒子处于同一状态（具有相同量子数）时，n m ，

 1,2 0,      Pauli 不相容原理：两个全同费米子不能处于同一状态。 

    需要强调指出的是：交换对称化以前的多粒子波函数给出的是哪个粒子处

于哪个单粒子态，交换对称化以后的多粒子波函数给出的是有多少个粒子处于

哪个单粒子态，而不再关心每个粒子的状态。 

关于波函数对称性的讨论可推广到多个全同粒子体系  二次量子化。 

4）全同性原理的观察效应 

例 1：两个自由粒子的波函数 

a）不考虑全同性： 

   1 1 2 2

1 2,
i k r k r

r r Ae
  

 ， 

引入质心坐标  1 2 / 2R r r  和相对坐标 1 2r r r  ，总动量 1 2K k k  和相对动

量  1 2 / 2k k k  ，波函数为    

 , iK R ik rR r Ae e   。 
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在以一个粒子为中心，半径为 r 的球壳内找到另一个粒子的几率为 

   
 2

3 2 2

2
,         =1

P r
P r R r d Rr d Br

Br
   ， 。 

b）两个全同 Bose 子： 

      1 2 1 2 2 1

1
, , ,

2
r r r r r r     ， 

     
1

, 2 cos
2

iK R ik r ik r iK RR r Ae e e A k r e     

     ，

   
 2

3 2 2

2

sin 2 sin 2
, 1         =1

2 2

P rkr kr
P r R r d Rr d Br

kr Br kr
 

 

 
     

 
 ，  

c）反对称波函数 

      1 2 1 2 2 1

1
, , ,

2
r r r r r r     ，    , 2 sin iK RR r A i k r e 

   ， 

 
 2

2

sin 2 sin 2
r 1 ,          =1

2 2

P rkr kr
P Br

kr Br kr





 
   

 
 

 

说明：对称空间波函数  两粒子靠近的几率增大 

反对称空间波函数  两粒子靠近的几率减小 

似乎在全同粒子间存在一种作用力，玻色子是吸引力，费米子是排斥力。这种

力称为交换力，它不是一种真正意义上的力，无施力者，在 r 时，交换
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力消失。 

例 2：两粒子体系的力学量平均值 

力学量  1 2F̂ r r 。 

不考虑交换对称性， 

     * 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2
ˆ, ,F r r F r r r r d rd r   ； 

考虑交换对称性， 

     

         

           

* 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2

* * 3 3

1 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1 2

* *

1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 2 1

ˆ, ,

1 1ˆ         = , , , ,
2 2

1 ˆ ˆ       [ , , , ,
2

              

F r r F r r r r d rd r

r r r r F r r r r r r d rd r

r r F r r r r r r F r r r r

 

   

   

 
 

      

   









           

     

* * 3 3

1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2

* 3 3

1 2 1 2 2 1 1 2

ˆ ˆ, , , , ]

ˆ       , ,

r r F r r r r r r F r r r r d rd r

F r r F r r r r d rd r

   

 

  

  
5）两全同费米子体系的自旋波函数 

总波函数   

 1 1 2 2, ; ,z zr s r s 。 

若忽略位形空间和自旋空间的耦合，即
ˆˆ

L S 耦合，则 

     1 1 2 2 1 2 1 2, ; , , ,z z z zr s r s r r s s    

(总的 Hilbert 空间是位形空间和自旋空间的直积) 

总波函数交换反对称性要求： 

    空间对称  1 2,r r  ，自旋反对称  1 2,z zs s ， 

或者空间反对称  1 2,r r  ，自旋对称  1 2,z zs s 。 

若进一步忽略 1 2
ˆ ˆs s 耦合，总自旋波函数是单费米子自旋算符 ˆ

zs 的本征态的直积 
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     

   

   

   

   

1 2 1 2

1 2

1 2
,

1 2

1 2

z z z zs s s s

 

 
  

 

 

 

 

 

 





  




, 

可以构成 4 个独立的对称或反对称自旋态： 

     1

1 2, 1 2z zs s    


          2

1 2

1
, 1 2 2 1

2
z zs s        

  ， 

     3

1 2, 1 2z zs s    
 ，

          1 2

1
, 1 2 2 1

2
z zs s        

   

容易证明，它们是总自旋角动量 

 
2

2

1 2
ˆ ˆ ˆs s s  ， 1 2

ˆ ˆ ˆ
z z zs s s   

的本征态： 

本征态               本征值  

对称三重态    

1

2

3













                  1,s  ， 0zS




 


，   

反对称单态                       0,s  ， 0zS  ，    

问题：两全同费米子体系的自旋波函数是否一定是上述 4 个态之一呢？ 

回答：若体系取反对称自旋态，必为 ；若取对称自旋态，可以是
1 2 3,  ,        

的线形组合，不再是自旋的本征态。 

 

4. 简单全同粒子体系 

1）氦原子 



 6 

忽略原子核的运动，两电子体系的哈密顿量为   

  

(0) (1)

2 2 2 2 2
(0) 2 2 (1)

1 2

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ,

2 2ˆ ˆ,          
2 2

H H H

e e e
H H

m m r r r r

 

       


， 

 0
Ĥ 包含电子动能和电子－原子核相互作用，  1

Ĥ 是两电子之间相互作用。 

由于没考虑
ˆˆ

L S 耦合，原子态为 

   1 2 1 2, ,z zr r s s  。 

由于没有 1 2

ˆ ˆ
S S 耦合，对称或反对称的自旋态上面巳给出。 

若不考虑两电子之间相互作用
 1

Ĥ ，Schroedinger 方程的解为 

     
 

2
2

(0) (0)

1 2 1 2 2 2

2 1
, ,    ,    

2
nlm n l m n n n

m e
r r r r E

n
              

对称或反对称的电子空间波函数为 

      (0) (0) (0)

1 2 1 2 2 1

1
, , ,

2
r r r r r r     ， 

全反对称的电子总波函数为 

     (0) (0)

1 2 1 2 1 2 1 2, , , , ,z z z zr r s s r r s s   。 

对于基态，只有对称的空间波函数      (0)

1 2 100 1 100 2,r r r r    ，没有 

反对称的空间波函数。由于基态不简并，可用微扰论求解  1
Ĥ 引起的能量修正， 

         
2

*
(1) (0) (0) 3 3

1 2 1 2 1 2

1 2

, ,
e

E r r r r d rd r
r r

   
 。 

也可用变分法求解。 

2）原子的角动量 

考虑激发态。系统的行为由价电子决定，可以看成是由全同价电子构成的
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体系。考虑有 2 个价电子的原子。 

自旋角动量： 1 2 1 2

ˆˆ ˆ ˆ ˆs s S s s , ,  

量子数：     1 2

1 1
0,1

2 2
s s S  , ,  

轨道角动量： 1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
L L L L L , ,  

量子数：     1 2 1 2 1 2, , , , 0, , 2l l l l L l l l l l        

总角动量：   
ˆˆ ˆ

J L S  ，   

量子数       
0,

, ,
1, , 1 1

L S
J L S L S

L L L S


    

  

           自旋反对称

  ， 自旋对称
。 

问题：交换对称性对于总角动量的量子数 ,L S 有无限制？ 

两电子体系的总波函数应该是反对称的。空间波函数可分成质心与相对两

部分， ( ) ( )R r  。质心部分 ( )R ，  1 2

1

2
R r r  ，交换两个电子时，R R ，

是交换对称的。相对部分    ( ) ,NL LMr R r Y    ， 1 2r r r  ，交换两个电子

时， r r  ，交换算符等价于宇称算符，故 

       12
ˆ ˆ, , 1 ,

L

LM LM LMP Y IY Y        ， 

L 为偶数时，空间波函数是对称的；L 为奇数时，空间波函数是反对称的。故

考虑总波函数的反对称要求导致 

空间对称，自旋反对称，此时 L 为偶数， 0S  ； 

或空间反对称，自旋对称，此时 L 为奇数， 1S  。 

不论何种情形，都有 L S 为偶数。表明受波函数交换对称性的限制，L 和 S 不

能任意组合。 

3）Pauli 效应导致的压强 

固体中的电子可近似看成是自由费米气体。费米粒子的相空间分布是
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Fermi－Dirac 分布： 

( ) /

1
( )

1E T
f k

e 



 

T＝0 时，      

( ) ( ),       2Ff k E k k m      ，费米动量 

电子数密度  

 

33
2

3 2 2

0

1
2 ( )

32

Fk

Fkd k
n f k k dk

 
    ， 

上式中因子 2 是电子有两个自旋态。 

能量密度  

 

53

3 2
2 ( )

102

Fkd k
Ef k

m



   

由热力学关系 

P n    ， 

压强 

2

3
P  。 

注意：经典系统的压强在 T＝0 时 P＝0。自由量子系统的压强不是由于电

子间的相互作用引起的，也不是由于热运动引起的，而完全是由于全同粒子效

应，即 Pauli 不相容原理引起的，是量子效应。 


