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《高等量子力学》第 24讲 

第八章 相对论量子力学 

非相对论量子力学的困难：1)无相对论协变性（动量能量不对称，空间时

间不对称）；2)理论上不能自洽引入自旋；3)几率守恒，无粒子的产生与湮灭。 

相对论量子力学的建立：不是一个简单地把 
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的推广，在发展的过程中先是建立了 Dirac 方程，最后建立了处理相对论多粒

子体系的理论－量子场论。 

相对论量子力学的应用：一方面是研究一些量子系统(例如凝聚态物理，原

子精细结构，核物理，重夸克物理)的重要工具，另一方面是量子场论的基础。 

1. 相对论运动方程 

1)自然单位制 

物理学中一共有三个独立的量纲，一般选取长度量纲【L】，时间量纲【T】，

和能量量纲【E】。在相对论量子力学，特别是由此发展的量子场论，由于高速

和微观的特点，取光速 c为速度的单位，取 为作用量的单位，则只剩下一个

独立单位，一般取为能量量纲【E】。自然单位制：取 1c  ， ,  c便不在计

算中明显出现了，所有物理量的量纲都是【E】的函数。例如速度为 0.6，能量

为 200 GeV，长度为 10 GeV
-1

, 时间 5 GeV
-1
，等等。 

2)Klein-Gordon 方程及其困难 

考虑自由粒子的波动方程。直接的想法是将非相对论能量 
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说明 2 2E p 是一个 Lorentz 标量。 

引入 Minkowski 空间的度规张量 
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和相对论 4 维动量（坐标） 
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考虑具有 Lorentz 协变的量子化方案 

 
ˆˆ ,   tE i p i    ， 

即 

ˆˆˆ ( , ) ( , )tp E p i i     ， 

得到
2 2 0p m  对应的自由粒子 Klein-Gordon 方程 
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用 * 左乘 Klein-Gordon 方程，  * 2 0m

     ，再用 右乘

Klein-Gordon 方程的复共轭，  2 * 0m

      
  ，然后两式相减，有流守

恒方程（连续性方程） 
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因为 Klein－Gordon 方程是一个时间的二阶微分方程， 和
t




都是独立

的初始条件，导致上式中的几率密度  有可能为负。这就是 Klein-Gordon 方程

的几率不正定困难。注意，Schroedinger 方程是时间的一阶微分方程，几率密

度    正定。 

另外，Klein－Gordon 方程的平面波解
( )ip x i Et p xe e




     满足

2 2 2E p m  ，即
2 2E p m  和

2 2E p m   的平面波都是 Klein-Gordon 方

程的解。此即 Klein-Gordon 方程的负能困难。在经典力学中，只要粒子初始时

处在正能态，由于没有跃迁，故无负能困难。量子力学中的跃迁则导致负能困

难。注意，Schroedinger 方程（
2

2

p
E

m
 ）无负能困难。 

3)Dirac 方程 

为了解决由时间二次微分引起的负几率困难，只能有时间的一次微分，又

由于相对论协变性，空间也只能有一次微分。考虑到 Ĥ 只是粒子动量 p̂ i  和

质量m的函数，设 

ˆ
ti H   ，  ˆĤ p m    。 

为了满足
2 2 2ˆĤ p m  ，即

2 2 2E p m  的相对论关系，标量  和矢量 必为矩

阵，而不是常数，波函数 也是一列矩阵。将坐标空间的动量算符 p̂ i  代

入运动方程 

  0ti i m      ， 
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并左乘矩阵  ， 

 2 0ti i m        

设 

   0 ,  ,         

若令
2

0 1  ，有运动方程（Dirac 方程） 

  0i m

    。 

 矩阵的性质： 

1）用算符  i m

  ＋ 作用 Dirac 方程， 
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只有  矩阵的分量之间满足对易关系 

 ,   2g               

才有 

 2 0m

     ， 

即 Dirac 旋量 的每个分量均满足 Klein-Gordon 方程（但总个旋量波函数满足

Dirac 方程，有交叉项），保证了满足
2 2 2E p m  的平面波解

ip x
e





 是

Dirac 方程的解。但这也说明正负能平面波解都是 Dirac 方程的解，表明 Dirac

方程仍然有负能困难。 

注意： ,   2g     保证了之前
2

0 1  的假设。 

2）为了保证哈密顿量是厄米算符， 
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0 0 0 0
ˆ ˆˆ ˆ,         H p m H p m               

只有当 0 0 0 0 0 0 0,                ，即 

0 0       

才能保证 

0 0
ˆˆ ˆH p m H         。 

由此可知，  0 ,     是一个 Lorentz 空间的矢量，每一个分量是 Dirac

空间的矩阵。由性质 0 0      和 ,   2g     还可以证明 
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等等关系式。满足以上性质的  矩阵可取为 4X4 的矩阵 
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注意，Dirac 方程中的波函数 不再是一个标量，而是一个 4 维矢量， 
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称为 Dirac 旋量。 

Dirac 方程没有几率不正定的困难。将 Dirac 方程   0i m

    两边取

厄米共轭 

  0i m

   ＋ ， 
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定义 0   ，有 

 0 0 0i m

       

右乘 0 ，有 

  0i m

     。 

将 这个 方 程 右 乘  ，   0i m

     ，与 Dirac 方 程 左乘  ，

  0i m

     相加，有流守恒方程 
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4)中微子的二分量理论 

取中微子质量 0m  ， 

00,           0,       ti i i

               

只有 3 个独立的矩阵 。 

用 ti i   作用于方程，有 
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与 KG 方程 
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相比，有 
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说明： 可以取为 Pauli 矩阵 ,     退化为二分量的波函数，满足 

ˆ
ti i p          。 

中微子的守恒量： ˆĤ p   

1） ˆ ˆ ˆˆ,  ,  0p H p p     
    ，有动量守恒。 

2） ˆ ˆˆ ˆ ˆ,  2 ,       ,  ,      ,  0
2

H i p L H i p J L H


  
                 

，有自旋角动量

不守恒，轨道角动量不守恒，但总角动量守恒。 

3）
ˆ

ˆ ˆ ˆ,  0,      ,  0
ˆ
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，有自旋在动量方向的投影
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  守恒。由
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，

ˆ

ˆ

p

p
  的本征值为 1 ，称为右旋和左旋中微子态。 

4） ˆ ˆ,  0P H  
  ，宇称不守恒。 

 


