
 1 

《高等量子力学》第 25 讲 

2. 相对论不变性 

1)一般 Lorentz 不变性 

Dirac 方程   ( ) 0i m x

    与两个空间有关，4 维 Minkowski 空间与 4

维 Dirac 空间。 , ,x   是 Minkowski 空间的 4 矢量，而 和 矩阵的任意分

量是 4 维 Dirac 空间中的矩阵。在对时空坐标进行 Lorentz 变换 

'x x   

时， ( )x 应该怎样变换 

'( ') ( )x S x  ， 

即和 S 应该满足怎样的关系才能保证 Dirac 方程的 Lorentz 不变性？这里

是 Minkowski 空间的 4X4 矩阵， S 是 Dirac 空间的 4X4 矩阵。 

由 Lorentz 标量在变换下保持不变， 

' '   

  ,  x x x x x x    

         

应该满足 

     

          

T T g g g
 

    

     
           ，

T I    

两边求行列式， 

 det det det det det 1,        det 1T T            。 

满足 det 1   的变换称为正 Lorentz 变换，满足det 1   的变换称为非正

Lorentz 变换。 

在上述 ,S 变换下，Dirac 方程 

  ( ) 0i m x

     
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变为 

 ' '( ') 0i m x

    ， 

  1

  
( ) 0i m S x




     ， 

这里用到了 

   1 1

'     x x x

 

    

   
       

  
。 

将变换前的 Dirac 方程左乘 S 后有 

 1 ( ) 0iS S m S x

     ， 

比较变换前后的两个方程，得到 Dirac 方程具有 Lorentz 不变性的条件是 

 1 1

  
S S

 


     。 

这就是 Dirac 方程的一般 Lorentz 不变性对变换 S 的限制条件。下面具体考虑

不同的 Lorentz 不变性对应的 S 的形式。 

2）连续 Lorentz 变换 

取无穷小 Lorentz 变换 

'

  ,x x  

            g  
     ， 

  



 是一无穷小量。条件
  

    g  

     要求 

  

  

 

    ， 

是全反对称张量。条件
1 I  要求 

1

      ( ) g  
     。 

设与无穷小 Lorentz 变换对应的 

1,            
4 4

i i
S I S I 

        ， 
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 是 Lorentz 张量，每个分量是 Dirac 空间的 4X4 矩阵，待定。代入 S 应该

满足的条件  1 1

  
S S

 


    ，有 

     
4 4

i i
I I g     

         
   

      
   

, 

  ,
4

i     

               

 

 

 

    

    

1
,   

4 2

1
                           

2

1
                           ,

2

i

g g

g g

   

  

   

   

  

   

      

   

  

   

  

  

－ ＋

 

考虑到  的独立性，有 

     ,   2i g g  

            ， 

这就是
4

i
S I 

   中  与
 的关系。满足此条件的  可以取为 

,   
2

i
       。 

显然，     是全反对称张量矩阵。 

3)自旋 

自旋是相对论效应，Dirac 方程自动包含自旋。 

对于无限小 Lorentz 变换，Dirac 旋量 

   

'( ') '( ) '( )

          1 '( ) 1 '( )

x x x x

x x x x 

   

   

   

   

       
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两边左乘以1 x

   ，有 

 

 

 

 

'( ) 1 '( ')

         1 ( )
4

         1 ( )
4

         ( )
4

1
         ( )

2 2
v

x x x

i
x I x

i
I x x

i
I x x

i
I i x x x



 

 

  

 

  

 

  



   

  

   

   

   

  

  

 
    

 

 
    
 

 
    
 

  
       

  

 

这里已忽略二阶无穷小。 

如果取无限小 Lorentz 变换为转动，则变换是由角动量矩阵生成的， 

2'( ) ( ) ( )
2

i
J i

x e x I J x


 

   
  

   
 

 

其中 J 是角动量张量矩阵。比较上面二式，有 

 
1

2
vJ i x x         。 

由角动量矢量与张量的关系（例如 x z y yzL yp zp L   ）， 

1 23 2 31 3 12,    ,    J J J J J J    

并取 ,   
2

i
       ，

0

0






 
  

 
，有总角动量 

01 1

02 2
J ir L





 
     

 
 

说明总的角动量 J 包含轨道角动量 L 和自旋角动量
1

2
S  。 
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4)空间反演不变性（P 变换） 

对于突变，例如宇称变换 

1' ,             =diag(1,-1,-1,-1)=x x     

如果取 

0S   

则由 0 0 1   和 0 0 0    ，和 S 满足 

 1 0 0 1

  
S S


  


        ， 

说明 Dirac 方程是空间反演不变的。 

5)时间反演不变性（T 变换） 

对于时间反演变换 

1' ,             =diag(-1,1,1,1)=x x     

如果取 

1 2 3S     

因为 

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3

1 1 2 3 2 3 1 1 2 2 3 3    

SS

I

           

           

  

     

故 

1S S  ， 

 

1

1 2 3   1 2 3

1

      
           

S S S S S S

SS

    




    

  

         

  





   

     
 

说明 Dirac 方程是时间反演不变的。 

6)Dirac 标量 
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物理上可观测的量应该是由 Dirac 旋量

1

2

3

4

( )

( )
( )

( )

( )

x

x
x

x

x










 
 
 
 
 
 

和 0( ) ( )x x    

 * * * *

1 0 2 0 3 0 4 0( ) ( ) ( ) ( )x x x x       ＝ 构成的Dirac标量    ，是Dirac

空 间 的 4X4 矩 阵 。 它 们 在 无 穷 小 Lorentz 变 换       g  

     和

4

i
S I 

   时的性质如何？ 

由 

'( ') ( )x S x  ， ' ( ') ( )x x S     

右乘 0 ，有 

0 0'( ') ( )x x S    。 

由 

4

i
S I 

    ， 

 
2

i
               ， 

0 0      ， 

有 

0 0       

1

0 0 0 0
4 4

i i
S I I S 

           
     

 
， 

故 

1'( ') ( )x x S   。 

独立的 4X4 的矩阵有 16 个，例如  
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5

        1

     4

    6

       1

   4

I













 






  




5

（个）

（ 个）

（ 个）

（个）

（ 个）

 

其中 5 的定义是 

5 0 1 2 3i    ＝  ， 

容易证明 

  2 1

5 5 5 5,   0,       ,          I S S        。 

利用的变换性质， 

1

1   

1     

1

5 5

1   

5 5

S IS I

S S

S S

S S

S S



  

 

   



  

 

 

 

   













 

  



 

 

容易证明 16 个独立的 Dirac 标量的 Lorentz 变换性质是 

1

1

  

5 1 5 5

5 1 5 1 5

  

'( ') '( ') ( ) ( ) ( ) ( )

'( ') '( ') ( ) ( ) ( ) ( )

'( ') '( ') ( ) ( ) ( ) ( )

'( ') '( ') ( ) ( ) ( ) ( )

'( ')

x x x S S x x x

x x x S S x x x

x x x S S x x x

x x x S SS S x x x

x

   



   



     

        

        

           

 







 



 



 

＝ ，标量，

＝ ，矢量，

＝ ，赝标量， 

＝ ，赝矢量，
1

    '( ') ( ) ( ) ( ) ( )x x S S x x x    

         ＝ ，张量。

 


